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�� はじめに

現在，様々な分野において，粘弾性物体を取り扱う作
業を見つけることができる．たとえば，食品加工には，
パン生地やピザ生地の成形工程が存在する．医療分野
では，生体をハンドリングする作業がある．生地や生
体などの粘弾性物体を扱う作業は，物体の大きな変形
を伴うため，人間によって行われる部分が多い．たと
えば，ピザ生地の成形工程では，最終的な成形は，人
間が行っている．一方，食品や生体を対象とする作業
は，コスト面や衛生面から自動化が望まれている．粘
弾性物体を取り扱う自動機械を開発し，成形などの作
業戦略を導き出すためには，粘弾性物体のモデリング
と，変形シミュレーションの実現が重要である．
粘弾性物体のモデリングは，コンピュータ・グラフィッ

クスやバーチャル・リアリティーの分野で研究されて
いる．7HU]RSRXORVらはコンピュータ・グラフィックス
の分野で，粘弾性物体のモデリングのための手法を提
案している��．-RXNKDGHUらは，変形制御にモデリング
の手法を提案し，変形物体間の衝突のシミュレーショ
ンを行った��．&KDLらは，コンピュータによって仮想
物体の変形を模擬するバーチャル・リアリティーシス
テムの開発を提案している��．これらの研究において，
変形の力学的解析は不十分であり，成形作業の解析は
難しい．また，近年の柔軟物体のハンドリング操作に
ついて，研究が進められている．7D\ORUらは，衣服や
靴などの変形部分の自動ハンドリングについての研究
を行っている��．=KHQJや&KHQは，ホールに変形梁を
挿入するための方法を提案した��．和田らは，伸縮性
のある衣服の位置操作のための制御即を提案している
��．これらの研究は主に，弾性物体を扱っており，粘弾
性物体はほとんど扱われていない．
本研究では，粘弾性物体のモデルとして，�要素モ

デル��の格子構造を提案する．まず，�要素モデルにつ

いて説明し，次に�要素モデルを配置した格子構造に
よって粘弾性物体をモデル化する．そしてそのモデル
に変位入力や力入力を加え，その場合のモデルの形状
変形をシミュレーションし，モデルの妥当性を検討す
る．その後，�要素モデル内に非線型ダンパー（ＮＬ
Ｄ）を導入する．そして�つのモデルの応答を比較し，
ＮＬＤを用いたモデルの妥当性を検討する．

�� 粘弾性物体のモデリング
この章では，材料の粘弾性の特性を表した４要素モ

デルについて説明する．粘弾性材料のモデルとして考
えられている要素は，)LJ��に示されたモデルで表すこ
とができる．)LJ����D�に示された要素は9RLJWモデル，
�E�は0D[ZHOOモデル，�F�は�要素モデルと呼ばれて
いる．それぞれのモデルは，�つの質点間をバネ要素と
ダンパー要素で結合する．9RLJWモデルは，バネ要素と
ダンパー要素が並列に配置されている．0D[ZHOOモデ
ルは，バネ要素とダンパー要素が直列に配置されてい
る．そして�要素モデルは，9RLJWモデルと，0D[ZHOO
モデルを直列に結合したモデルである．

)LJ�� 9LVFRHODVWLF HOHPHQWV� �D� 9RLJW PRGHO� �E�

0D[ZHOO PRGHO� �F� )RXU HOHPHQW PRGHO

�つのモデルのそれぞれの特性を)LJ��に示す．)LJ���
�D�に，入力を示す．これは，�秒後から��秒後まで�>1@
の力を加えることを示す．)LJ����D�の入力を，このモ
デルに加えた場合の応答を)LJ����E�に示す．実線の応
答が�要素モデル，破線の応答が0D[ZHOOモデル，一



点鎖線の応答が9RLJWモデルである．一定の力を与えた
場合，9RLJWモデルの変形は，一定の値に収束する．そ
して力がなくなった後は，変形が減少していき，最終的
には�に収束する．それに対して，0D[ZHOOモデルは，
一定の力を与え続けている間は変形し続ける．そして
)LJ����E�に示すように，力が無くなった後は，�では
ないある一定の値に到達する．�要素モデルは，モデル
内の9RLJW部分と，0D[ZHOO部分を足し合わせた様な変
形を示している．これより，�要素モデルは，9RLJWモ
デルと0D[ZHOOモデルの両方の特性を示すことがわか
る．言い換えれば，�要素モデルは材料の粘弾性を表す
ことができる．以上のことから本研究では，粘弾性物
体のモデルを構築するため，�要素モデルを用いるこ
ととする．

)LJ�� &KDUDFWHULVWLFV RI YLVFRHODVWLF HOHPHQWV� �D�

IRUFH LQSXW� �E� UHVSRQFHV RI YLVFRHODVWLF HOH�

PHQWV

)LJ��に示した�要素モデルを定式化する．座標系の
原点をRとする．�要素モデルの両端の座標を3 Qb�と
3 Qとする．�要素モデルの9RLJW部分のバネ定数，ダ
ンパー定数を，それぞれ.�，&�とする．また0D[ZHOO
部分のバネ定数，ダンパー定数を，それぞれ.�，&�

とする．さらに9RLJW部分の自然長を/�，0D[ZHOO部
のばね要素の自然長を/�，ダンパー要素の自然長を
/�とする．そして，両端の質量を0とする．9RLJW部
と0D[ZHOO部の結合点の座標を3 �

Q
，0D[ZHOO部のばね

要素とダンパー要素の結合点の座標を3 �
Q
とする．�点

3
Qb�，3 �

Q
，3 �

Q
，3 Qは直線上に存在する．したがっ

て，3 �
Q
や3 �

Q
は，パラメータ W�，W�を用いて次のよう

に表現できる．

3
�
Q
 W��3 Q b3 Qb�� �3 Qb�

3
�
Q
 W��3 Q

b3
Qb�� �3 Qb�

�要素モデルによって，3 Qに作用する力を) Hとする．
力) Hは9RLJW部にかかる力と等しいので，

) H  b&��
B

W�M3 Q b3 Qb�M�
3 Q b3 Qb�

M3 Q b3 Qb�M

b.��W�M3 Q
b3

Qb�M b O��
3 Q b3 Qb�

M3 Q b3 Qb�M
���

また，力) Hは0D[ZHOO部のバネ要素にかかる力と一致
する．したがって，次式が成立する．

) H  b.���W� b W��M3 Q b3 Qb�M b O��
3 Q b3 Qb�

M3 Q b3 Qb�M

���

さらに，) Hは0D[ZHOO部のダンパー要素にかかる力に
等しい．

) H  b&�� B��b W��M3 Q b3 Qb�M�
3 Q b3 Qb�

M3 Q b3 Qb�M
���

質点3 Qに働く外力を) Dとする．質点3 Qの運動方程式
は，次式によって与えられる．

0 �3 Q  ) H � ) D ���

式 ���から ���は�要素モデルの運動方程式を示してい
る．���，���，���式から) Hを消去すると，W�，W�を導
出することができる．これより�要素モデルにかかる
力を計算することができ，質点3 Qの運動を計算するこ
とができる．

)LJ�� )RXU HOHPHQW PRGHO

�� 粘弾性物体の格子構造モデル
本研究では，粘弾性物体の成形作業を対象とし，成

形作業のための物体モデルを構築する．成形作業にお
いて，粘弾性物体は，空間的な変形を伴う．したがっ
て，粘弾性物体の�次元変形モデルを構築することが
必要である．
本研究では，粘弾性物体の物体モデルとして，格子

構造モデルを提案する．格子構造モデルの概念を)LJ��
に示す．まず，物体を，;，<，=方向に等間隔に分割
する．次に，物体内部の格子点に，質点を配置する．質
点の数を1，粘弾性物体の質量を0REMHFWとすると，各
質点の質量は0  0REMHFW 1である．

)LJ�� /DWWLFH PRGHO RI REMHFW

)LJ��に示すように，�要素モデルをすべての隣り合っ
た質点間に配置する．すなわち，�要素モデルは，縦，
横，斜め方向に配置される．物体の粘弾性変形は，こ
れら�要素モデルの変形によって表現することができ



る．格子点 �L�M�N�の位置ベクトルを3 L�M�Nとする．ここ
で，質点3 L�M�Nの運動方程式を導出する．質点3 L�M�Nと
その近傍の点3 L�m�M�n�N�o間の�要素モデルによって，
質点3 L�M�Nに働く力を)

m�n�o

L�M�N
で表す．このとき，3 L�M�N

に働くすべての内力は，)m�n�o

L�M�N
の合計で与えられる．

)
H

L�M�N
 

;
m�n�o�Ib�����J

�m�n�o�� �������

)
m�n�o

L�M�N

力) m�n�o

L�M�N
は，�章で述べた手続きにより計算すること

ができる．よって，) H

L�M�N
を計算する事ができる．質点

3 L�M�Nに働くすべての外力の和を) D

L�M�N
とする．すると，

次の運動方程式が得られる．

0 �3 L�M�N  )
H

L�M�N
� ) D

L�M�N

モデルを構成するすべての質点の運動方程式を解くこと
によって，粘弾性物体の変形を計算することができる．

)LJ�� 1HLJKERULQJ ODWWLFH SRLQWV DQG IRXU HOHPHQW

PRGHOV

�� ２次元モデルのシミュレーション

この章では，粘弾性物体の�次元モデルを用いてシ
ミュレーションした結果を示す．�章で述べた計算法は，
�次元モデルに適用することができる．また，�次元モ
デルによるシミュレーション結果より，�次元変形を推
定することができる．)LJ��に，正方形の物体に対する
格子構造のモデルを示す．この格子モデルは，�d �の
質点から成る．�要素モデルは，全ての隣り合った質点
間に配置されている．このモデルには，;方向の�要
素モデルが��個，<方向の�要素モデルが��個，斜め
方向の�要素モデルが��個存在する．

)LJ�� 7ZR�GLPHQVLRQDO PRGHO RI FXELF REMHFW

このモデルの表面に，変位入力や力入力を加えた場
合の変形を計算する．全ての質点の質量は0  ���と
する．また全ての�要素モデルのバネ定数とダンパー
定数の値は.�  .�  ���，&�  &�  ���とする．
また，物体の下側は固定されている．

変位入力： このモデルの座標 �����と �����の点に変位
入力を加える．�点に加えられる変位入力の値を)LJ���
�D�に示す．�点の<座標を�秒間に���から���まで下
げる．)LJ����E�に，初期の形状と���秒後の形状を示
す．)LJ����F�に，初期形状と定常状態での変形形状を
示す．これらの図から判断すると，モデルの中央上部
に向かって，上端の両サイドが引っ張られながら変形
することがわかる．さらに，この物体が;軸方向に少
し伸びていることがわかる．

)LJ�� 5HVSRQVH RI WZR�GLPHQVLRQDO PRGHO IRU GLV�

SDFHPHQW LQSXW� �D� GLVSODFHPHQW LQSXW DW

SRLQWV ����� DQG ������ �E� GHIRUPHG VKDSH DI�

WHU ��� VHFRQGV� �F� GHIRUPHG VKDSH LQ VWDWLRQDU\

FRQGLWLRQ

力入力： 次に座標 �����，�����の質点に，力のインパ
ルス入力を与えた場合のシミュレーション結果を示す．
力は<の負の方向に加える．力の大きさを)LJ����D�に
示す．�秒後の力の大きさは，��である．)LJ����E�に，
初期形状と定常状態での変形形状を示す．

)LJ�� 5HVSRQVH RI WZR�GLPHQVLRQDO PRGHO IRU IRUFH

LQSXW� �D� IRUFH LQSXW DW SRLQWV ����� DQG ������

�E� GHIRUPHG VKDSH LQ VWDWLRQDU\ FRQGLWLRQ



シミュレーション結果から判断すると，粘弾性物体
の変形はこのモデルで表現することができると考えら
れる．しかし，実際の粘弾性物体と異なる挙動がある．
それは，粘弾性物体に小さな力を加えた時に生じる．
たとえば，パン生地の上に軽い物体を置くとする．こ
のとき，パン生地に変形は生じない．しかし，モデル
では，変形が生じてしまう．)LJ��は，このモデルに対
して，小さな力のステップ入力を加えた場合の変形を
示す．力は<の負の方向に加える．)LJ����D�は，座標
�����，�����の質点に加えた，力の大きさを示す．)LJ���
�E�は，初期形状と��秒後の形状を示す．このモデル
では，��秒後以降も力を与え続ける限り，変形し続け
る．これは，�要素モデルが，線形であるためである．
そこで次の章では，この問題を解決するために，非

線形�要素モデルを導入する．

)LJ�� 5HVSRQVH RI WZR�GLPHQVLRQDO PRGHO IRU VPDOO

IRUFH� �D� IRUFH LQSXW DW SRLQWV����� DQG ������

�E� GHIRUPHG VKDSH DIWHU �� VHFRQGV

�� 非線形ダンパーを用いた�要素モ
デル

実際の粘弾性物体は小さな力に対しては，変形しな
い．しかし前章で述べたモデルでは，変形が生じる．こ
の違いは，�要素モデルの0D[ZHOO部の線形ダンパー
要素によって生じる．このダンパー要素は，小さな力
を加え続ける限り，伸縮し続ける．この問題を解決す
るためには，小さな力に対しては変形しないが，それ
以上の力に対しては線形性を持つようなダンパー要素
を考える必要がある．そこで，今回は�要素モデルの
中に非線形ダンパー（ＮＬＤ）を導入する．ＮＬＤの
ダンパー係数は，小さな力に対しては大きくなり，あ
る値以上の力に対しては，ある一定の値になる．つま
り，ＮＬＤのダンパー係数は，ＮＬＤに与えられた力
に依存する．ＮＬＤに生じる力の大きさをIと定義し，
そのときのＮＬＤのダンパー係数を&��I�とする．
たとえば，&��I�を次のように定義する．

&��I�  

�!!�
!!�

&0$; �) � )� �q�

$FRWb��%�) b )���

) b )�

� &0,1 �) w )� �q�

ここで$，%，qは，適当な定数である．ダンパー係数の
最大値は&0$;，最小値は&0,1で与えられる．最大
値&0$;の値は十分に大きくする．力が)��qよりも小

さい場合，ダンパー係数の値は&0$;となり，ＮＬＤは
ほとんど伸縮しない．しかし，力が)��qを超えた場合
は，&��I�がある一定値に近づくので，ＮＬＤは伸縮す
る．変数)�はＮＬＤが，伸縮するかしないかの限界力で
ある．)LJ���に，&��I�の例を示す．ここで，$  ��，
%  ��，&  �，q ��b�，&0$;  ��� d ���，
)�  �である．この図からわかるように，Iが�以下の
とき，&��I�は���d ���という大きな値を取る．一方，
Iが� � ��b�以上のとき，&��I�は一定の値�である．

)LJ��� &RHpFLHQW RI QRQOLQHDU GDPSHU

)LJ���に，通常の�要素モデルに対するステップ応
答と，ＮＬＤを用いた�要素モデルに対するステップ
応答を示す．図中の実線は，ＮＬＤを用いた�要素モ
デルの応答，破線は通常の�要素モデルの応答を示す．
)LJ�����D�は，入力)の大きさが�のとき，)LJ�����E�
は，入力)の大きさが���のときの応答である．)LJ����
�D�に示すように，)  �に対して，ＮＬＤを用いた�
要素モデルの応答は，通常の�要素モデルの応答と同
じである．)LJ�����E�に示すように，)  ���に対し
て，通常の�要素モデルは変形し続けるが，ＮＬＤを
用いた�要素モデルは一定の値に収束する．ＮＬＤの
ダンパー係数&��I�は)  ���の付近で大きくなるの
で，この応答の違いが現れる．

)LJ��� 5HVSRQVH RI IRXU HOHPHQW PRGHO XVLQJ 1/'

IRU VWHS LQSXW RI IRUFH� �D� H[WHUQDO IRUFH )  ��

�E� H[WHUQDO IRUFH )  ���

)LJ���は，それぞれの要素モデルに，インパルス入
力を与えた場合の応答を示す．)LJ�����D�は，大きさ
���のインパルス入力を加えた場合の応答を，)LJ����
�E�は，大きさ�のインパルス入力を加えた場合の応答
を示す．)LJ�����D�を見ると，応答の収束に違いがあ
るが，ほぼ同じ値に収束していることがわかる．一方
)LJ�����E�の場合，通常の�要素モデルはある値に収束
するが，ＮＬＤを用いたモデルの場合は�に収束する．
またＮＬＤを用いた�要素モデルは通常の�要素モデ
ルと比較して，収束が遅いことがわかる．これは，力
が小さい場合にはダンパー係数&��I�は大きくなるこ



とから生じる現象である．
実際の粘弾性物体を考える上においては，ＮＬＤを

用いた応答は有効であると考えられる．そこで次章で
は，非線形モデルを用いた粘弾性物体のモデルを用い
て，シミュレーションを行った結果を示す．

)LJ��� 5HVSRQVH RI IRXU HOHPHQW PRGHO XVLQJ 1/'

IRU LPSXOVH LQSXW RI IRUFH� �D� H[WHUQDO IRUFH )  

���� �E� H[WHUQDO IRUFH )  �

�� 非線形�要素モデルを用いた�次
元モデルのシミュレーション

この章では，非線形�要素モデルを用いたモデルで
の変形シミュレーション結果を示す．このモデルにお
いても�章でのシミュレーションと同じく，粘弾性物
体を�d �の格子構造とする．入力は，�章と同様の変
位入力，力入力を加える．

変位入力： 座標 �����，�����の質点に変位入力を加
える．�点に加えられる変位入力の値を)LJ�����D�に示
す．�点の<座標を，�秒間に�．�から�．�まで下げ
る．)LJ�����E�に，モデルの初期形状と���秒後の形状
を示す．また)LJ�����F�に，初期形状と定常状態での変
形形状を示す．これらの図を見ると，変形過程は，�章
で示した通常の線形モデルと同じであるが，;軸方向
の伸びの大きさが，非線型モデルの方が大きいことが
わかる．この現象を)LJ���を用いて説明する．)LJ���
は，�ユニットの格子構造モデルに対して�上部片側の
格子点に，<の負方向に力を加えた場合の変形を表す．
)LJ�����D�は，通常の�要素モデルであり，)LJ�����E�
は，ＮＬＤを用いた�要素モデルである．それぞれの
モデルに<の負方向の力を加えると，<方向に結合し
た�要素モデルは，�D�のモデルにおいても，�E�のモ
デルにおいても同様に縮む．このとき，斜め方向に結
合した�要素モデルに対して，縮もうとする力が加え
られる．その力の大きさは，比較的小さい．通常の�
要素モデル �D�の場合，斜め方向に結合した�要素モデ
ルは，その力によって縮む．しかし，ＮＬＤを用いた
�要素モデル �E�の場合，斜め方向に結合した�要素モ
デルは，力が小さいためにほとんど縮まない．それに
よって，ＮＬＤを用いた�要素モデルの方が，;方向
に作用する力の大きさが大きくなり，通常の�要素モ
デルよりも;方向に伸びると考えられる．

)LJ��� 5HVSRQVH RI WZR�GLPHQVLRQDO PRGHO XVLQJ

1/' IRU GLVSODFHPHQW LQSXW� �D� SRVLWLRQ LQSXW

DW ODWWLFH SRLQWV ����� DQG ������ �E� GHIRUPHG

VKDSH DIWHU ��� VHFRQGV� �F� GHIRUPHG VKDSH LQ

VWDWLRQDU\ FRQGLWLRQ

)LJ��� 'LVSODFHPHQW RI LQGLYLGXDO HOHPHQWV� �D�

1RUPDO IRXU HOHPHQW PRGHO� �E� )RXU HOHPHQW

PRGHO XVLQJ 1/'

力入力： 座標 �����，�����の�点に，ステップ入力
を加えた場合の応答をシミュレーションする．力は負
の方向に加える．力の大きさを)LJ�����D�に示す．�秒
後の力の大きさは����である．)LJ�����E�に，モデル
の初期形状と定常状態での形状を示す．)LJ�����E�か
ら，ＮＬＤを用いた�要素モデルは，小さな力に対し
てほとんど変形を生じないことがわかる．このことか
ら，ＮＬＤを用いることによって，実際の粘弾性物体
の物理現象に近い応答を得られることがわかる．



)LJ��� 5HVSRQVH RI WZR�GLPHQVLRQDO PRGHO XVLQJ

1/' IRU IRUFH LQSXW� �D� IRUFH LQSXW DW ODWWLFH

SRLQWV ����� DQG ������ �E� GHIRUPHG VKDSH LQ VWD�

WLRQDU\ FRQGLWLRQ

�� 成形工程のシミュレーション

本章では，粘弾性物体を成形する過程のシミュレー
ションを行う．)LJ��に示すように，粘弾性物体は，回
転するローラによって成形される．シミュレーション
においては，粘弾性物体を，�章で述べた�要素モデル
の格子構造によりモデル化する．
ローラは半径�とし，回転角速度 �  � �UDG�VHF�で

回転しながら，初期位置 ����������から，[方向に9  
�����VHF�の速度で移動する．このシミュレーション結
果を，)LJ���に示す．

)LJ��� 6KDSLQJ RI YLVFRHODVWLF REMHFW E\ UROOHU

)LJ��� 5HVSRQVH RI WZR�GLPHQVLRQDO PRGHO LQ VKDS�

LQJ E\ UROOHU

	� おわりに
本研究では，粘弾性物体の形状制御を行うための新

しいモデリング法を提案した．粘弾性物体を格子構造
で表し，それぞれの質点間に�要素モデルを配置して，
変形のシミュレーションを行った．さらに，実際の粘
弾性物体の変形を，より精度よくシミュレートするた
め，非線形ダンパーを導入した．そして，非線形ダン
パーを含む�要素モデルを用いて，変形のシミュレー
ションを行った．
今後は，����要素モデルの各パラメータの同定，���

実験での検証，���成形作業のシミュレーションおよび，
���形状制御のための制御則の導出を行っていきたい．
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