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まえがき

本研究の目的は，実世界に数多く存在する柔軟なレオロジー物体と，同等の視触覚
情報を人間に提示するために必要な基盤技術を確立することである．レオロジー物
体とは，レオロジー的特性を有する三次元物体であり，血管や筋肉などの生体組織
や食品がその代表的な例である．レオロジー物体に力を作用させると，物体の三次
元形状が大きく変化し，ヒステリシスや非線形性など複雑な力学的特性を示す．仮
想レオロジー物体とは，コンピュータ内に構築され，人間が与える力や運動に対し
て，実際と同様の視触覚情報を提示するコンピュータシステムである．
近年，医療分野においては，遠隔手術システムに代表されるロボットシステムの

導入が試みられている．このようなロボットシステムを用いる手術は，従来の手術
と異なり，機器を操作する手元と，手術を実行する箇所とが異なるため，あらかじめ
手術用シミュレータを用いて，遠隔手術のトレーニングやシミュレーションを重ね
ることが必要である．血管，筋肉，内臓など，生体組織の多くは，レオロジー的性質
を有する材質から構成されており，複雑な三次元変形特性を示す．したがって，これ
らレオロジー特性を有する三次元物体の変形をシミュレートし，その変形や力感覚
をオペレータに提示するシステムの開発が望まれている．しかしながら，1) 実レオ
ロジー物体の特性を同定し，仮想レオロジー物体を構築する手法が確立していない，
2) 仮想レオロジー物体の変形プロセスの計算量が多く，実時間での演算が困難であ
るという障害のため，レオロジー特性を有する物体をオペレータに提示するシステ
ム，すなわち本研究で目的とする仮想レオロジー物体は実現されていない．レオロ
ジー物体は様々な特性を持っているので，仮想レオロジー物体を構築するためには，
実レオロジー物体の変形プロセスを計測し，レオロジー特性を規定するモデルパラ
メータを同定することが必要である．レオロジーの分野では，一次元の変形から材
料の特性を同定する手法が確立している．しかしながら，実レオロジー物体の変形
は三次元であり，しかも相互に干渉が強い．したがって，一次元の変形計測のみで
は，レオロジー物体の特性を同定することはできない．レオロジー物体の特性を同
定するためには，レオロジー物体の三次元変形プロセスを計測するとともに，計測
値からモデルパラメータを同定する手法を確立することが必要である．また，仮想
レオロジー物体を実現するためには，物体の変形と力をリアルタイムで計算し，計
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算結果を視触覚ディスプレーに提示する必要がある．しかしながら，仮想物体の構
築で用いられる手法の多くは，個々の変形要素における計算が単純である一方，全
体の計算量が極めて多い．結果として，仮想レオロジー物体の変形と力を，リアル
タイムでは計算できない．仮想レオロジー物体の変形と力をリアルタイムで提示す
るためには，高速演算法を開発することが望まれる．以上の経過を経て，研究代表
者は，仮想レオロジー物体における視触覚提示に関する研究の重要性を認識し，本
研究課題を提案した．
第 1章では，レオロジー変形のパーティクルベースモデリングについて述べる．物

体変形のモデリング手法は大きく，パーティクルベースモデルと連続体モデルに分類
できる．パーティクルベースモデルは，大変形に対応でき，連続体モデルと比較する
と計算時間が 2桁以上短いため，変形提示に適していると考えられる．ただし，従来
の研究は弾性体や塑性体を対象としており，従来手法を直接適用するとレオロジー
的な変形を安定に計算できない．そこで本章では，レオロジー変形を安定に計算でき
るパーティクルベースモデリングの手法を明らかにする．(成果 [13, 17, 19, 20, 21])

第 2章では，FPGAによる仮想レオロジー物体のリアルタイム変形計算について
述べる．前章で述べたパーティクルベースモデルは，連続体モデルより計算時間が
短いが，触覚提示に必要なリアルタイム性は全く不十分である．力覚提示を伴う場
合には, 1000Hz以上のサンプリングレートでの計算が必要となり，また安定で高品
質な力覚提示を実現するためには, 1000Hzよりも高いサンプリングレートでの計算
が必要であることが報告されている．したがって，このようなサンプリングレート
に対応できる変形計算が必要である．パーティクルベースモデルにおける物体変形
の計算では，個々のパーティクルにおける計算は単純であるが，パーティクルがモ
デル内に多数あるため，結果として全体の計算量が増えている．このような変形計
算においては，FPGA (Field Programmable Gate Array)に計算回路を構成するこ
とにより，計算の高速化が期待できる．そこで本章では，パーティクルベースモデ
ルにおける変形計算を FPGAに回路として実装し，仮想レオロジー物体のリアルタ
イム変形計算を実現する．(成果 [1, 2, 16])

第 3章では，視触覚提示のための仮想レオロジー物体のキャリブレーションについ
て述べる．パーティクルベースモデルは，大変形に対応でき，連続体モデルと比較す
ると計算時間が短いという長所がある反面，モデル内の多数の力学パラメータが複
雑に関連しており，モデル同定が困難であるという欠点を有する．連続体モデルで
は，ヤング率や体積弾性率あるいは粘性率という，力学的に明快なパラメータを用
いているのとは，対照的である．そこで本章では，レオロジー物体の三次元変形形状
と物体に作用する力を計測するシステムを構築するとともに，randomized algorithm

を用いて，パーティクルベースモデルの実際のレオロジー物体の計測値から，力学
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パラメータを同定する手法を確立する．この randomized algorithm は，もともと径
路計画で開発された手法である．本章では，物体の計測値から力学パラメータを同
定する過程を，パラメータ空間内の径路計画とみなすことにより，仮想レオロジー
物体の力学パラメータを同定する．(成果 [3, 4, 5, 12, 14, 15, 18])

第 4章では，連続体力学に基づく物体変形のパーティクルベースモデリングを述
べる．前述のように，パーティクルベースモデルと連続体モデルは，相反する特徴を
持つ．そこで，連続体力学における概念を基礎として，パーティクベースモデルを
構築することを試みた．実際のレオロジー物体の多くは，非圧縮性に近い特性を示
す．しかしながら，連続体力学における変形計算では，ポワソン比が 0.5という非圧
縮性の場合には，計算が発散し，安定な計算ができない．そこで，CSM (Constraint

Stabilization Method) を用いて，非圧縮性をモデリングし，非圧縮性変形を安定に
計算する手法を提案する．(成果 [6])

第 5章では，仮想レオロジー物体構築のための一般化フォークトモデルについて
述べる．実際のレオロジー物体は複雑な非線形特性を示す．このような非線形特性
を，非線形要素を用いてモデリングすることは，モデル同定が困難であること，計
算時間が増大することを勘案すると，適切ではない．そこで本章では，仮想レオロ
ジー物体のモデリングに，一般化フォークトモデルを導入することを試みる．
以上のように本研究課題では，1)パーティクルベースモデリングによるレオロジー

物体の大変形モデリング技術の確立，2）FPGA(Field Programmable Gate Array)に
よるリアルタイム変形計算，3) レンジファインダと分布圧センサを用いたリアルタ
イム変形計測法の確立，4) Randomized Algorithmによる仮想レオロジー物体のモデ
ルパラメータ同定技術という成果を得た．得られた成果により，厚さが 10分の 1に
圧縮される生地の捏ね過程のシミュレーション，1000点規模のパーティクルベース
モデルのビデオフレームレート実行，変形誤差 10％以内のモデル同定が可能になっ
ている．また，本研究課題の成果は，人工筋肉アクチュエータのモデリング [7, 8]，
軟骨を含む人体の関節のモデリング [9]，間接同時位置決め [10, 11]に応用されてい
る．特に，人工筋肉アクチュエータは，レオロジー的な変形特性を示すことが多く，
本研究課題の成果を有効に適用できる．また，人体の関節や生体組織など，レオロ
ジー的特性を示し，そのモデル同定が困難な対象は多い．生体組織のモデリングと
モデル同定は，今後の課題の一つである．
本研究課題を遂行するなかで，手術や触診のシミュレーションや食感の分析，触

覚の提示においては，物体形状や表面圧力のみならず，柔軟物内部の変形や力学量
の分布を同定し，それに基づいた柔軟物モデリングが必須であるとの認識に至った．
すなわち，柔軟物内部の挙動を解明するためには，1) マイクロメカニカルセンサを
内部に埋め込み，力や加速度を計測することと，2) CTやMRIに代表される 3次元

iii



イメージングを用いて内部の変形を計測すること，3) これらのセンシングを融合す
ることが必要であるとの認識に至った．すなわち，本研究課題を含む従来の研究で
は，表面に現れる変形特性を表現することが中心的な課題であり，内部の挙動や力
学量の分布に関しては，センシングの手法が限られていることもあり，未開拓の部
分が多い．これは，次の課題としたい．
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第1章 レオロジー変形のパーティクル
ベースモデリング

1.1 緒言
バーチャルリアリティの分野では，従来より，弾性物体や塑性物体のモデリング

に関する研究が多くなされてきた. しかし，現実世界には，弾性物体と塑性物体の中
間的な性質を示すレオロジー物体が数多く存在する. レオロジー物体の例としては，
パン生地やゼリー等の食品類，臓器や血管などの生体組織，粘土が挙げられる. これ
らを仮想空間に構築することで，手術，陶芸，食品加工などの幅広い分野における
シミュレータへの応用が可能であると考えられる．しかしながら，レオロジー物体
のモデリングに関する研究は，これまでほとんど行われていない．本章では，仮想
レオロジー物体を構築することを目的として，レオロジー物体のモデリングを行う．

レオロジー物体の性質 図 1.1-(a)に示す初期形状を有する物体に外力を作用させる
と，図 1.1-(b)に示すように変形すると仮定する．弾性物体では，図 1.1-(c) に示す
ように，外力を解放したときの形状が初期形状に一致する．外力を作用させた形状
と外力解放後の形状との差を，戻り変位，初期形状と外力解放後の形状との差を残
留変位とよぶ．弾性物体では，戻り変位があり，残留変位はない．粘塑性物体では，
図 1.1-(d)に示すように，外力を解放したときの形状が変形形状に一致する．すなわ
ち粘塑性物体では残留変位があり，戻り変位はない．本報告では，図 1.1-(e)に示す
ように戻り変位と残留変位の両方を有する物体をレオロジー物体と定義する．

先行研究 現在，対話操作に適した実時間変形計算の可能な仮想弾性物体のモデリ
ングに関する研究が精力的に行なわれている [5, 2]．しかし，これらの研究で取り扱
う物体は弾性物体に限られている. 一方，材料学の分野においては，古くからレオロ
ジー物体の特性に関する研究がなされてきた [18, 14]．また，近年では分子レベルに
おけるレオロジー物体の動力学シミュレーターの開発が進められている [11]．しか
し，これらは材料特性を対象としており，三次元の変形形状は扱われていない．レ
オロジー物体の変形モデルとしては，徳本らによるモデルが挙げられる [24]．しか

1



(a) natural shape (b) deformed shape

(c) elastic (d) viscoplastic (e) rheological

図 1.1: 弾性物体，粘塑性物体，レオロジー物体

し，このモデルでは変形形状が実際のレオロジー物体と大きく異なり，また，物体
の大変形の際に変形計算が不安定となる．Terzopoulosらは，並進回転からなる剛体
運動と物体変形を組み合わせることによりレオロジー物体の構築を行っている [22]．
これに対し，本報告では，実装が容易で高速化のための並列計算に適した，パーティ
クルベースモデルに基づくレオロジー物体のモデリング手法を提案する．CGの分
野では，Reevesが提案したパーティクルベースモデル [16]が，変形モデリングに導
入されている [5, 2]．しかし，それらの研究は弾性的な性質を表現するものであり粘
塑性を含んだ変形モデルはまだ確立されていない．

1.2 仮想レオロジー物体のモデリング
本節では，残留変位や戻り変位を持つ力学要素を用いることで，仮想レオロジー

物体のモデリングを行う．さらに位相保持および体積効果を追加することで，実レ
オロジー物体に近い変形挙動を実現する．

1.2.1 三要素モデル

パン生地などの特性を表現するためには戻り変位量，残留変位量，戻り変位速度
を独立に指定する必要がある．これらの特性を独立に指定できる最小の力学モデル
が三要素モデルである．このモデルは図 1.2に示すように, 戻り変位を生じるフォー
クトモデルと残留変位を生じる独立したダンパの直列によって構成される. 本研究で

2



はレオロジー的性質を表現するための一次元要素としてこの三要素モデルを用いる.

三要素モデルの長さおよび三要素モデルのフォークト部の長さをそれぞれ l，lvoigt

とし，フォークト部の粘性係数，弾性係数および自然長を k1，c1，L, 独立ダンパ部
の粘性係数を c2とする．独立ダンパ部の長さ ldamperは，次式で表される．

ldamper = l − lvoigt． (1.1)

フォークト部に作用する力 f および独立ダンパ部に作用する力 fdamperは，

f = −k1(lvoigt − L) − c1(l̇voigt), (1.2)

fdamper = −c2(l̇damper)

= −c2(l̇ − l̇voigt) (1.3)

となる．ここで，フォークト部に作用する力および独立ダンパ部にかかる力は等し
いことから，(1.2)，(1.3)式より，フォークト部の長さの変化に関する式が導かれる．

l̇voigt =
−k1(lvoigt − L) + c2 l̇

c1 + c2

． (1.4)

変形計算中に三要素モデルのパラメータが変化しないものと仮定し，定数A = −k1/(c1+

c2)，B = c2/(c1 + c2)を導入すると，(1.4)式 は次式の形となる．

l̇voigt = A (lvoigt − L) + Bl̇． (1.5)

質点 Piを始点とする三要素モデルの集合をRi，質点 Piを終点とする三要素モデル
の集合を Siで表す．稜線に向きを付け，第 k稜線の始点から終点に向かう単位ベク
トルを ekと表す．このとき，集合Ri に含まれる三要素モデルEkが，質点 Piに加
える力は fkekに一致する．また，集合 Siに含まれる三要素モデルEkが，質点Piに
加える力は−fkekに一致する．したがって，質点 Piの運動方程式は，

miv̇i =
∑

k∈Ri

fkek −
∑
k∈Si

fkek + F ext
i (1.6)

と表される．ここでF ext
i は，質点Piに作用する外力である．結局，物体モデルの運

動方程式は，(1.5)(1.6)式で与えられる．仮想レオロジー物体の変形は，運動方程式
を数値的に解くことにより，計算することができる．本研究ではルンゲクッタ法を
用いて計算を行う．
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図 1.2: 三要素モデル

1.2.2 トラス構造

一次元要素である三要素モデルを格子状に組み合わせることによって, 二次元物体
および三次元物体を表現することが可能である. 本研究ではグラフィック表示との相
性に優れる三角面および四面体の集合によって，任意の形状を持つ二次元物体およ
び三次元物体を構築する．仮想物体の変形計算に用いる要素として，質点，稜線，三
角面および四面体を用意する．稜線，三角面，四面体は，向きを有する要素として
扱う．二次元形状を現すデータとして三角面の集合，三角面を構成する各稜線と対
向する頂点の組および稜線の向きを保持する．三次元形状を現すデータとして四面
体の集合，四面体の各三角面と対向する頂点の組および三角面の向きを保持する．
図 1.3に，トラス構造を用いて物体の形状を表現した例を示す．図 1.3-(a)は２次

元形状，図 1.3-(b)は３次元形状の表現例である．図に示すように，大きさの異なる
三角形あるいは四面体を用いて形状を表現する．図 1.3の例では稜線上に質点が生成
されているため，物体変形時にクラックと呼ばれる物体内部の亀裂を生じることが
ある．しかし，自然長を 0としたフォークトモデルで質点と稜線を接続することで，
クラックの発生は防止することができる．

1.2.3 位相保持

一次元要素のトラス構造によるモデルでは，大変形の際に位相が崩れ，三角形や四
面体などが反転することがある．その場合，元の形状に戻ろうとする復元力が失わ
れ，三角形や四面体が鏡像の状態で安定するため，適切な戻り変位が得られない．そ
こで本節では，トラス構造モデルにおける位相的な接続関係を保つ手法を検討する．
二次元物体モデルにおいて位相的な接続関係が崩れるのは，図 1.4-(a),(b)に示す

ような鏡像どうしを区別できないことに起因する．そこで，鏡像どうしが区別でき
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(a) 2D object (b) 3D object

図 1.3: トラス構造による形状表現の例
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Pi

Pj
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k

d i,j
k > 0
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Pi

Pj

d i,j
k < 0

(a) positive (b) negative

図 1.4: 頂点と稜線の符号付き距離
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Pj �

Pk �
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図 1.5: 三角面に作用する力の配分
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るように，個々の稜線に向きを付ける．稜線に向きが定義されているので，図 1.4に
示すように，三角要素の格子点 Pkと稜線 PiPj との間に，符号付距離を定義するこ
とができる．稜線 PiPj に垂直で，自然状態における Pkを向く単位ベクトルをnk

ij，
稜線PiPjと格子点 Pkとの符号付き距離を dk

ijとする．位相的な接続関係を保つため
には，符号付き距離 dk

ijの値が小さくなったとき，質点 Pkに稜線から離れる方向の
力を作用させる．本報告では，このような力が仮想的なフォークト要素により生成
されると考え，以下に示す人工的な力を導入する．

f k
ij =

{
0 (dk

ij > ε)

{−K(dk
ij − ε) − Cḋk

ij}nk
ij (dk

ij ≤ ε)
(1.7)

ここで，K, Cはフォークト部の弾性係数，粘性係数，εは微小な正の定数である．符
号付き距離 dk

ijが閾値 εより小さくなったとき，仮想的なフォークト要素が生成する
力により，質点 Pkは稜線 PiPj より離れる方向に動く．
位相保持フォークト要素が発生する力 fk

ijは質点 Pkに与えられる．作用反作用の
法則により，稜線にも逆向きの力を与える．稜線は質量をもたないので，稜線にか
かる力を稜線を構成する両端の質点 Piと Pj に分配する必要がある．そこで，質点
Pkから稜線 PiPjに下ろした垂線による稜線の内分点をQとし，Q点によって PiPj

を内分する比率 rk
ijを定義する．そして質点Piおよび Pjに対して，それぞれ rk

ijf
k
ij，

(1 − rk
ij)f

k
ijの力を与えることにより，Q点周りのモーメントが 0となるように力が

分配される．しかし，rk
ijは負の値や，１を超える値になることがあり，三角面が極

度に横に崩れた形状となった場合に，各質点に対して極端に大きな力が作用し，変
形計算が不安定となることがある．そこで以下の拘束を加え，比率 rk

ij，の代わりに
比率Rk

ijを用いて力を分配する．

Rk
ij =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0 (rk
ij < 0)

rk
ij (0 ≤ rk

ij ≤ 1)

1 (rk
ij > 1)

． (1.8)

なお，三次元物体モデルにおいては，四面体要素の頂点と対向する三角形との間
で，同様の符号付き距離が定義でき，上述の議論が適用できる．また反力を分配する
方法も同様に三角形の面積比率を使い求めることができる．この時，二次元の場合
と同様，四面体が極度に横方向に崩れた場合に変形計算が不安定とならないように
面積比率に拘束を加える．図 1.5に示すように，質点Ptが三角形PiPjPkと対向して
いるとする．質点 Ptの三角形 PiPjPkへの足が三角形を内分する点をQとする．三
角形 PiPjPkの面積を aijkとし，三角形QPjPk，三角形QPkPi,三角形QPiPjのそれ
ぞれの符号付面積を ai, aj, akとする．各質点に対応する面積比率を ri,rj ,rkとする．
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まず，負の値を切り捨てた面積比率 rpos
i を算出する．

rpos
i =

{
0 (ri ≤ 0)

ri (ri > 0)
． (1.9)

同様に面積比率 rpos
j ，rpos

k を求める．さらに，比率の合計が 1となるよう，拘束後の
面積比率Riを決定する．

Ri =
ri

rpos
i + rpos

j + rpos
k

. (1.10)

同様にRj，Rkを求める．位相保持フォークト要素により，質点 Ptに作用する力を
f t

ijkとする．このとき，質点 Pi，Pj，Pkに，それぞれRif
t
ijk，Rjf

t
ijk，Rkf

t
ijkの力

を分配する．
また位相的な接続関係が崩れる原因で，三要素モデル特有の問題として，フォーク

ト部と独立ダンパ部の長さの比率がある．三要素モデルの長さを lとすると，フォー
クト部の長さ lvoigt は次式に示す条件を満たさなくてはならない.

0 ≤ lvoigt ≤ l． (1.11)

しかし, lvoigtは計算過程で (1.11)式で示された範囲を超える可能性がある. そこで 0

から 1までの値をとる定数 amin，amaxをおき, lvoigtに以下の制約条件を課す.

lamin ≤ lvoigt ≤ lamax． (1.12)

計算過程で lvoigt の値が laminを下回った時には lvoigtに laminの値を代入し, lvoigtの
値が lamaxの値を上回った場合には，lvoigtに lamaxの値を代入する.

1.2.4 体積効果のモデリング

一般に，現実のレオロジー物体は, 物体変形による体積の変化が小さいという性質
を持つ. しかし, 三要素モデルによるトラス構造のみで構築した仮想物体は, 外力を
加えて変形させると体積が大きく変化する. そこで物体の体積変化に応じて内圧を
発生するフォークトモデルを仮定し, 自然状態の体積 Vinitと現在の体積 V の値に応
じて，図 1.6-(a),(b)に示すように物体表面部に力を発生させることで, 体積効果を表
現する.

体積の時間微分を V̇ とする. 体積効果の弾性係数および粘性係数を，それぞれ kvol

および cvolとする. ここで内圧 pを次式で与える．

p = −kvol(V − Vinit) − cvolV̇． (1.13)
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(a) V < Vinit (b) V > Vinit

図 1.6: 体積効果
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図 1.7: 体積効果によって発生する力

三角面の番号を kとし, その三角面の面積および物体の外側へ向かう単位法線ベクト
ルをそれぞれ Sk，nout

k とおく． 図 1.7に示すように，体積効果によって第 k面に生
じる力および質点Piに生じる力を，それぞれF fac

k ，F ver
i とおく．このとき第 k面に

生じる力F fac
k は，

F fac
k = pSkn

out
k (1.14)

となる．各面に生じる力は，三角面を構成する三つの質点に均等に割り振られる．し
たがって，質点の番号を iとし, i番の質点Piを含む三角面の集合をAiとすると, Pi

に生じる力F ver
i は，次式で表される.

F ver
i =

∑
k ∈ Ai

F fac
k

3
． (1.15)

本節で提案した体積効果によって生じる力ベクトルの全質点における総和は０ベク
トルであり，運動量保存則や発生力が内力であるという条件を満たす．
体積効果のパラメータ kvol，cvolを一定以上の値に設定すると，物体の変形中にお

いて物体の体積が常に初期体積のままに保たれる．このとき，物体の変形特性は体
積効果のパラメータに依存しない．つまり，本節で述べた体積効果は，常に一定の
体積を保つ物体に対しては kvolおよび cvolのパラメータ同定を必要としない．
本節の議論は二次元物体に対しても同様に適用できる．物体の体積および三角面

の面積を，それぞれ二次元物体の面積および稜線の長さに置き換えることで，二次
元物体における面積効果を実現することが可能である．
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1.2.5 同一モデルによる弾性，粘塑性，レオロジー物体の表現

本報告で示したモデルを用いることで，レオロジー物体を含む，弾性物体から粘塑
性物体までをシームレスに表現することができる．粘塑性物体は，三要素モデルの
パラメータであるフォークト部の弾性係数 k1 を０とすることで表現できる．この時，
三要素モデルは直列する二つのダンパとなっており，全体の粘性係数は c1c2/(c1 +c2)

で与えられる．弾性物体は，理論上，独立ダンパ部の粘性係数 c2を無限大とするこ
とで表現できると考えられる．この時，三要素モデルは単独のフォークトモデルと
なる．数値計算上は，c2を十分に高い値とすることで近似的に弾性物体を表現する．
それに加え，フォークト比率制約条件 amin,amaxを共に 1とすることで，残留変位を
生じることなく長時間のシミュレーションを行うことが可能である．
ここで，c2に極端に高い値を用いた場合の数値計算上の安定性について述べる．三

要素モデルの二つのダンパの粘性係数がある一定の条件を超えると，系が発散する．
これは，離散時間における計算を原因とするものである．ルンゲクッタ法におけるき
ざみ時間を T，質点の質量をm，安定条件に関する比例定数をAstableとおくと，安
定に計算を行うための条件は，

c1c2

c1 + c2
< Astable × m

T
(1.16)

となる．上式から，c1および c2の両方を同時に高い値に設定した場合，系が発散し
やすくなることが分かる．それに対し，c1あるいは c2の一方のみを高い値に設定し
た場合，(1.16)式の左辺では低い方の粘性係数の値が支配的となるため，系が発散
しにくい．よって，本節における弾性物体の変形計算は安定である．
図 1.8に，同一空間内に弾性物体，粘塑性物体，レオロジー物体を構築した例を

示す．図 1.8-(a)が初期形状，図 1.8-(b)が一定の変位を与えたときの変形形状，図
1.8-(c)が変位を開放した後の定常状態における形状を表す．三種類の物体それぞれ
の特性が表現されていることがわかる．

1.3 物体間の相互作用のモデリング
本節では，衝突と摩擦をモデリングする．衝突を表現する手法として，侵入量に

比例した力を発生させるペナルティ法がある [10, 13]．しかし，ペナルティ法では物
体間の干渉が解消されない場合がある．そこで本報告では，ペナルティ法に侵入量
の時間積分によって発生する力を追加した手法を用いる．
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(a) intial

(b) deformed

(c) stationary

図 1.8: 同一の仮想空間内への弾性物体，粘塑性物体，レオロジー物体の構築
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1.3.1 従来のペナルティ法

ペナルティ法では干渉が生じた時に，干渉を解消する人工力を発生させる．図 1.9

に示すように，物体Aの頂点Rが物体Bの稜線QiQjを通ることにより，物体Aと
Bの干渉が生じているとする．稜線QiQjと頂点Rの距離を Lc，距離方向の相対速
度を Vcとする．従来のペナルティ法では，Lcの値を負とし，頂点Rに作用する人工
力の大きさ Fcを，

Fc = −KcLc − CcVc (1.17)

で与える．ここで，Kcは弾性係数，Ccは粘性係数を表す．従来のペナルティ法では，
重力や電磁気力等の物体力により干渉が生じた場合，干渉は完全には解消されない．
例えば，物体を床に置いた場合に，物体が床にめりこんだままとなる．これは，重力
と釣り合うための人工力を発生させるために，侵入量 Lcが必要となるためである．

����

�� ��

Qi Qi Qj 

cL

cF

R 

図 1.9: ペナルティ法

1.3.2 ペナルティ時間積分法

物体にめり込んだ頂点が，時間が経つにつれて稜線に近づくようにするために，ペ
ナルティ法に侵入量の時間積分の項を加える．この手法をペナルティ時間積分法と
呼ぶ．ペナルティ時間積分法での人工力 Fcoは，

Fco = −KcLc − CcVc − Ic

∫ t1

t0
L dt (1.18)

と表される．ここで，Icは積分係数，t0は衝突判定領域に侵入した時間，t1は現在
の時間である．
時間積分の値は，衝突判定領域から離れると，初期値 0に戻るものとする．離散

的な計算では，稜線上での人工力 Fcoと物体力は必ずしも等しくならず，Fcoが人工
力より大きい場合，頂点は稜線の外側へ離れてしまう．そうなると，時間積分の値
が初期値に戻ってしまうため，頂点Rは振動的な挙動を示す．そこで，図 1.10に示
すように，衝突判定領域を微小な長さεだけ稜線の外側に拡張し，その間に頂点が
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図 1.10: ペナルティ時間積分法
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図 1.11: 三次元での稜線間の衝突における力の配分

ある場合も時間積分を続ける．その領域をε領域とする．これにより頂点Rは稜線
近傍に収束する．物体の鋭角な部分に質点が衝突した場合における質点の貫通を減
らすために，(1.18)式の右辺における−KcLcを−Kc(Lc − ε)に置き換える．これは
進入量が低いほど高い弾性係数を持つ非線形な要素として説明される．ペナルティ
時間積分法によって発生した力は，1.2.3節で述べた手法に基づいて，質点に分配す
る．逆に 1.2.3節で述べた位相保持アルゴリズムは，ペナルティ法に符号付距離の概
念を導入したものであると考えることもできる．
三次元の場合は稜線と稜線の衝突も起こり得る．稜線と稜線の干渉の場合も同様

に考えることができる．図 1.11に示す稜線PiPjと稜線PkPlが衝突する場合，図 1.11

に示すようにそれぞれを内分する比率を ra : (1− ra)，rb : (1− rb)とし，衝突によっ
て発生する力の大きさを F，両稜線に直交する単位ベクトルをnとすると，各質点
にかかる力F i, F j , F k, F lは，

F i = −(1 − ra)Fn

F j = −raFn

F k = (1 − rb)Fn

F l = rbFn

となる．
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1.3.3 動摩擦のモデリング

衝突により発生する力Fcoを垂直抗力とみなすことで，クーロン・アモントン則に
より，摩擦力を表現できる．動摩擦係数を µとした場合，動摩擦力 Fdrは，

Fdr = µFco (1.19)

となる．質点Rに対し，相対速度を打ち消す方向に Fdrを与える．作用反作用の法
則より，拮抗する力を分配して頂点Qi, Qjに与える．これにより動摩擦力を表現で
きる．三次元の場合も同様に表すことができる．

1.4 シミュレーション
本章で提案した手法によって構築した仮想レオロジー物体の変形計算例を図 1.12-

(a)～(d)に示す．これは，食品加工を想定し，コンベア上を流れるレオロジー物体を，
ローラーによって成形する過程をシミュレートしたものである．ローラーは，1.2.5

節で提案した手法による硬い弾性物体を用いた．形状は正四角柱とし，コンベアの
移動と同期して回転させた．図 1.12-(d)から，仮想レオロジー物体が実際のレオロ
ジー物体と同様に，ローラーによって薄く伸ばされ，円形に近づいている様子が分
かる．
次に，リアルタイムでの変形計算例として，マウスによる対話操作を行った仮想レオ

ロジー物体変形シミュレーションの動作例を図1.13-(a)～(c)に示す．計算はAthlonXP

2400+搭載 PC で行い，実時間で変形計算が可能な仮想物体の規模を測定した．三
要素モデルによる稜線の計算のみを行った場合と，それに加えて，位相保持，体積
効果，力依存型非線形ダンパ [24]および操作点との接触処理を追加して変形計算を
行った場合について，100Hzもしくは 1000Hzの更新頻度で計算することができた物
体の規模を表 1.1に示す．ハプティックデバイスを用いて柔軟物の力覚提示を行うた
めには，数 10Hzから数 100Hz程度の更新頻度による変形計算が必要である．本報
告で提案したモデルでは，表に示した程度の小規模な物体であれば，力覚提示に必
要な時間分解能での変形計算を行うことが可能であるということが分かった．

1.5 結言
本章では仮想レオロジー物体のモデリング手法を提案した．同一のモデルによる

弾性から粘塑性までの統一的なモデリングを実現し，ペナルティ法に準じたアルゴ
リズムを用いることで物体間の衝突のモデリングとトラス構造モデルにおける位相

13



(a) (b)

(c) (d)

図 1.12: ローラーによる仮想レオロジー物体の成形

表 1.1: 実時間計算可能な物体規模

更新頻度 追加要素 各軸の質点数 総稜線数
［Hz］ (x,y,z)

100 ON 7,7,6 1385

100 OFF 9,8,8 2857

1000 ON 4,4,4 252

1000 OFF 6,5,5 661

保持を実現した．また時間積分項の導入によってペナルティ法の欠点である物体同
士のめり込みを改善した．
本章で提案したモデルを用いることで広い範囲の物体を表現することが可能である．

ただし，実時間で計算することができる要素の数は十分ではなく，複雑な形状の物
体を扱うことは困難である．しかし近年，FPGA (Field Programmable Gate Array)

と呼ばれる書き換え可能 LSIが飛躍的な進歩を遂げている．本章で提案したモデル
は並列処理に適しており，LSIを用いた並列パイプライン処理が，多数の要素を持つ
複雑な仮想物体の実時間計算への有力な選択肢となっている．
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(a) initial

(b) contact

(c) deformed

図 1.13: リアルタイム変形シミュレーション
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実時間計算可能な仮想レオロジー物体の構築

友國　誠至*1　　杉山　勇太*1　　平井　慎一*2

Construction of Virtual Rheological Objects Computable in Realtime

Seiji Tomokuni*1, Yuuta Sugiyama*1, and Shinichi Hirai*2

Abstract – We describe virtual rheological objects computable in realtime. Deformable
soft objects such as food and tissue show both elastic and plastic properties, which are re-
ferred to as rheological objects. Construction of virtual rheological objects has not been,
however, established yet. In this article, we construct virtual rheological objects, which
are applicable to realtime presentation of deformation and force of rheological objects.
First, we formulate three-element model to describe the rheological deformation using a
truss model. Second, applying an extended penalty method, we maintain the topology of
the truss model and describe the interaction among objects. Next, we demonstrate co-
herent description of rheological objects, viscoelastic objects, and plastic objects. Finally,
we demonstrate the realtime computation of virtual rheological objects.

Keywords : rheology, modeling, deformation, virtual object, contact

1 はじめに

これまで, バーチャルリアリティの分野では, 粘弾
性物体や塑性物体のモデリングに関する研究が多くな

されてきた. しかし, 現実世界には, 粘弾性物体と塑性
物体の中間的な性質を示すレオロジー物体が数多く存

在する. レオロジー物体の例としては, パン生地やゼ
リー等の食品類,臓器や血管などの生体組織,粘土が挙
げられる. これらを仮想空間に構築することで, 手術,
陶芸，食品加工などの幅広い分野におけるシミュレー

タへの応用が可能であると考えられる．しかしながら，

レオロジー物体のモデリングに関する研究は，これま

で成されていない．本論文では，仮想レオロジー物体

を構築することを目的として，レオロジー物体のモデ

リングを行う．

1.1 レオロジー物体の性質

図 1-(a)に示す初期形状を有する物体に外力を作用
させると，図 1-(b)に示すように変形すると仮定する．
粘弾性物体では，図 1-(c) に示すように，外力を解放
したときの形状が初期形状に一致する．外力を作用さ

せた形状と外力解放後の形状との差を，戻り変位，初

期形状と外力解放後の形状との差を残留変位とよぶ．

粘弾性物体では，戻り変位があり，残留変位はない．

塑性物体では，図 1-(d)に示すように，外力を解放し
たときの形状が変形形状に一致する．すなわち，塑性

*1立命館大学大学院 理工学研究科
*2立命館大学 ロボティクス学科
*1Graduate School of Science and Engineering, Ritsumeikan

Univ.
*2Department of Robotics, Ritsumeikan Univ.

(a) natural shape (b) deformed shape

(c) viscoelastic (d) plastic (e) rheological

図 1 粘弾性物体，塑性物体，レオロジー物体
Fig. 1 Viscoelastic, plastic, and rheological

objects

物体では，残留変位があり，戻り変位はない．図 1-(e)
に示すように，戻り変位と残留変位の両方を有する物

体を，レオロジー物体とよぶ．

1.2 先行研究

現在，対話操作に適した実時間変形計算の可能な仮

想弾性物体のモデリングに関する研究が精力的に行な

われている [1]-[6]. しかしこれらの研究で取り扱う物
体は粘弾性物体に限られている. 一方，材料学の分野
においては古くからレオロジー物体の特性に関する研

究がなされてきた [7]. しかし, これは全て一次元にお
ける材料特性を対象としている. プラスチック材料の
分野では, 分子レベルにおけるレオロジー物体の動力
学シミュレーターの開発が進められている [8]. しか
し, これは形状を対象としておらず，対話操作に直接
適用することはできない．レオロジー物体の変形モデ

ルとしては，徳本らによるモデルが挙げられる [9]．し
かし，このモデルでは変形形状が実際のレオロジー物
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体と大きく異なり，また，物体の大変形の際に変形計

算が不安定となる．以上のように現状では，対話操作

を想定した，実時間での仮想レオロジー物体の動力学

的な変形計算手法は，まだ確立していない．

2 仮想レオロジー物体のモデリング手法

本節では，残留変位や戻り変位を持つ力学要素を用

いることで，仮想レオロジー物体のモデリングを行う．

さらに位相保持および体積効果を追加することで，実

レオロジー物体に近い変形挙動を実現する．

2.1 三要素モデル

三要素モデルは, レオロジー的特性を有する力学モ
デルの中で最もシンプルなものである．このモデルは

図 2に示すように, 戻り変位を生じるフォークトモデ
ルと残留変位を生じる独立したダンパの直列によって

構成される. 本研究ではレオロジー的性質を表現する
ための一次元要素としてこの三要素モデルを用いる.
三要素モデルの長さおよび三要素モデルのフォーク

ト部の長さをそれぞれ l, lvoigtとし，フォークト部の

粘性係数および弾性係数を k1, c1, 独立ダンパ部の粘
性係数を c2 とする．独立ダンパ部の長さ ldamper は，

次式で表される．

ldamper = l − lvoigt． (1)

フォークト部に作用する力 f および独立ダンパ部に作

用する力 fdamper は，

f = −k1(lvoigt − L) − c1(l̇voigt) (2)

fdamper = −c2(l̇damper)

= −c2(l̇ − l̇voigt) (3)

となる．ここで，フォークト部に作用する力および独立

ダンパ部にかかる力は等しいことから，(2)，(3)式よ
り，フォークト部の長さの変化に関する式が導かれる．

l̇voigt =
−k1(lvoigt − L) + c2 l̇

c1 + c2
． (4)

変形計算中に三要素モデルのパラメータが変化しない

ものと仮定し，定数 A = −k1/(c1 + c2), 定数 B =
c2/(c1 + c2) を導入すると, (4)式は次式の形となる．

l̇voigt = A (lvoigt − L) + Bl̇． (5)

質点 Piを始点とする三要素モデルの集合をRi，質点

Piを終点とする三要素モデルの集合を Siで表す．稜

線に向きを付け，第 k稜線の始点から終点に向かう単

位ベクトルを ek と表す．このとき，集合 Ri に含ま

れる三要素モデル Ek が，質点 Pi に加える力は fkek

 

c1 

c2 

k1 

Voigt part Damper part 

Pi Pj 

voigt
l

voigt
ll −

図 2 三要素モデル
Fig. 2 Three element model

に一致する．また，集合 Si に含まれる三要素モデル

Ek が，質点 Pi に加える力は −fkek に一致する．し

たがって，質点 Pi の運動方程式は，

miv̇i =
∑
k∈Ri

fkek −
∑
k∈Si

fkek + F ext
i (6)

と表される．ここで F ext
i は，質点 Piに作用する外力

である．結局，物体モデルの運動方程式は，(5)(6)式
で与えられる．仮想レオロジー物体の変形は，運動方

程式を数値的に解くことにより，計算することができ

る．本研究ではルンゲクッタ法を用いて計算を行う．

2.2 トラス構造

一次元要素である三要素モデルを格子状に組み合わ

せることによって, 二次元物体および三次元物体を表
現することが可能である. 本研究ではグラフィック表
示との相性に優れる三角面および四面体の集合によっ

て，任意の形状を持つ二次元物体および三次元物体を

構築する．仮想物体の変形計算に用いる要素として，

質点，稜線，三角面および四面体を用意する．稜線，

三角面，四面体は，向きを有する要素として扱う．二

次元形状を現すデータとして三角面の集合，三角面を

構成する各稜線と対向する頂点の組および稜線の向き

を保持する．三次元形状を現すデータとして四面体の

集合，四面体の各三角面と対向する頂点の組および三

角面の向きを保持する．

図 3に，トラス構造を用いて物体の形状を表現した
例を示す．図 3-(a)は２次元形状，図 3-(b)は３次元
形状の表現例である．図に示すように，大きさの異な

る三角形あるいは四面体を用いて形状を表現する．図

3の例では稜線上に質点が生成されているため，物体
変形時にクラックと呼ばれる物体内部の亀裂を生じる

ことがある．しかし，自然長を 0としたフォークトモ
デルで質点と稜線を接続することで，クラックの発生

を防止することができる．
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(a) 2D object (b) 3D object

図 3 トラス構造による形状表現の例
Fig. 3 Example of shape expression by truss

model

Pk
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Pj

n i,j
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k > 0
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Pi

Pj

d i,j
k < 0

(a) positive (b) negative

図 4 頂点と稜線の符号付き距離
Fig. 4 Signed distance between vertex and

edge
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図 5 三角面への力の配分
Fig. 5 Distribution of force to triangular face

2.3 位相保持

一次元要素のトラス構造によるモデルでは，大変形

の際に位相が崩れ，三角形や四面体などが反転するこ

とがある．その場合，元の形状に戻ろうとする復元力

が失われ，三角形や四面体が鏡像の状態で安定するた

め，適切な戻り変位が得られない．そこで本節では，

トラス構造モデルにおける位相的な接続関係を保つ手

法を検討する．

二次元物体モデルにおいて位相的な接続関係が崩れ

るのは，図 4-(a),(b)に示すような鏡像どうしを区別
できないことに起因する．そこで，鏡像どうしが区別

できるように，個々の稜線に向きを付ける．稜線に向

きが定義されているので，図 4に示すように，三角要
素の格子点 Pk と稜線 PiPj との間に，符号付距離を

定義することができる．稜線 PiPj に垂直で，自然状

態における Pk を向く単位ベクトルを nk
ij，稜線 PiPj

と格子点 Pk との符号付き距離を dk
ij とする．位相的

な接続関係を保つためには，符号付き距離 dk
ij の値が

小さくなったとき，質点 Pk に稜線から離れる方向の

力を作用させる．本報告では，このような力が仮想的

なフォークト要素により生成されると考え，以下に示

す人工的な力を導入する．

fk
ij =

{
0 (dk

ij > ε)
{−K(dk

ij − ε) − Cḋk
ij}nk

ij (dk
ij ≤ ε)

(7)

ここで，K,C はフォークト部の弾性係数，粘性係数，

εは微小な正の定数である．符号付き距離 dk
ij が閾値

εより小さくなったとき，仮想的なフォークト要素が

生成する力により，質点 Pkは稜線 PiPj より離れる方

向に動く．

位相保持フォークト要素が発生する力 fk
ijは質点Pk

に与えられる．作用反作用の法則により，稜線にも逆

向きの力を与える．稜線は質量をもたないので，稜線

にかかる力を稜線を構成する両端の質点 Piと Pj に分

配する必要がある．そこで，質点 Pkから稜線 PiPj に

下ろした垂線による稜線の内分点を Qとし，Q点に

よって PiPjを内分する比率 rk
ij を定義する．そして質

点PiおよびPjに対して，それぞれ rk
ijf

k
ij，(1−rk

ij)f
k
ij

の力を与えることにより，Q点周りのモーメントが 0
となるように力が分配される．

しかし，rk
ijは負の値や，１を超える値になることが

あり，三角面が極度に横に崩れた形状となった場合に，

各質点に対して極端に大きな力が作用し，変形計算が

不安定となることがある．そこで以下の拘束を加え，

比率 rk
ij，の代わりに比率 Rk

ij を用いて力を分配する．

Rk
ij =




0 (rk
ij < 0)

rk
ij (0 ≤ rk

ij ≤ 1)
1 (rk

ij > 1)

． (8)

なお，三次元物体モデルにおいては，四面体要素の

頂点と対向する三角形との間で，同様の符号付き距離

が定義でき，上述の議論が適用できる．また反力を分

配する方法も同様に三角形の面積比率を使い求めるこ

とができる．この時，二次元の場合と同様，四面体が

極度に横方向に崩れた場合に変形計算が不安定となら

ないように面積比率に拘束を加える．図 5に示すよう
に，質点 Ptが三角形 PiPjPk と対向しているとする．

質点 Pt の三角形 PiPjPk への足が三角形を内分する

点をQとする．三角形 PiPjPkの面積を aijkとし，三

角形 QPjPk，三角形 QPkPj ,三角形 QPiPj のそれぞ

れの符号付面積を ai, aj , ak とする．各質点に対応す

る面積比率を ri,rj ,rk とする．まず，負の値を切り捨

てた面積比率 rpos
i を算出する．

rpos
i =

{
0 (rk

ij ≤ 0)
ri (rk

ij > 0)
． (9)
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同様に面積比率 rpos
j ，rpos

k を求める．さらに，比率

の合計が 1となるよう，拘束後の面積比率 Ri を決定

する．

Ri =
ri

rpos
i + rpos

j + rpos
k

． (10)

同様に Rj，Rk を求める．位相保持フォークト要素

により，質点 Ptに作用する力を f t
ijk とする．このと

き，質点 Pi，Pj，Pk に，それぞれ Rif
t
ijk，Rjf

t
ijk，

Rkf t
ijk の力を分配する．

また位相的な接続関係が崩れる原因で，三要素モデ

ル特有の問題として，フォークト部と独立ダンパ部の

長さの比率がある．三要素モデルの長さを lとすると，

フォークト部の長さ lvoigt は次式に示す条件を満たさ

なくてはならない.

0 ≤ lvoigt ≤ l． (11)

しかし, lvoigt は計算過程で (11)式で示された範囲を
超える可能性がある. そこで 0 から 1 までの値をと
る定数 amin，amaxをおき, lvoigtに以下の制約条件を

課す.
lamin ≤ lvoigt ≤ lamax． (12)

計算過程で lvoigt の値が laminを下回った時には lvoigt

に lamin の値を代入し, lvoigt の値が lamax の値を上

回った場合には，lvoigt に lamax の値を代入する.
2.4 体積効果のモデリング

一般に，現実のレオロジー物体は, 物体変形による
体積の変化が小さいという性質を持つ. しかし, 三要
素モデルによるトラス構造のみで構築した仮想物体は,
外力を加えて変形させると体積が大きく変化する. そ
こで物体の体積変化に応じて内圧を発生するフォーク

トモデルを仮定し, 自然状態の体積 Vinit と現在の体

積 V の値に応じて，図 6-(a),(b)に示すように物体表
面部に力を発生させることで, 体積効果を表現する.
体積の時間微分を V̇ とする. 体積効果の弾性係数
および粘性係数を，それぞれ kvol および cvol とする.
ここで内圧 pを次式で与える．

p = −kvol(V − Vinit) + cvolV̇． (13)

三角面の番号を kとし, その三角面の面積および物体
の外側へ向かう単位法線ベクトルをそれぞれSk，nout

k

とおく． 図 7に示すように，体積効果によって第 k

面に生じる力および質点 Pi に生じる力を，それぞれ

F fac
k ，F ver

i とおく．このとき第 k面に生じる力F fac
k

は，

F fac
k = pSknout

k (14)

となる．各面に生じる力は，三角面を構成する三つの

質点に均等に割り振られる．したがって，質点の番号

 

(a) V < Vinit (b) V > Vinit

図 6 体積効果
Fig. 6 Volume effect

 

Pi 

fac
kF

ver
iF

図 7 体積効果によって発生する力
Fig. 7 Force generated by volume effect

を iとし, i番の質点 Pi を含む三角面の集合を Ai と

すると, Pi に生じる力 F ver
i は，次式で表される.

F ver
i =

∑
k ∈ Ai

F fac
k

3
． (15)

本節で提案した体積効果によって生じる力ベクトルの

全質点における総和は０ベクトルであり，運動量保存

則や発生力が内力であるという条件を満たす．

体積効果のパラメータ kvol，cvolを一定以上の値に

設定すると，物体の変形中において物体の体積が常に

初期体積のままに保たれる．このとき，物体の変形特

性は体積効果のパラメータに依存しない．つまり，本

節で述べた体積効果は，常に一定の体積を保つ物体に

対しては kvol および cvol のパラメータ同定を必要と

しない．

本節の議論は二次元物体に対しても同様に適用でき

る．物体の体積および三角面の面積を，それぞれ二次

元物体の面積および稜線の長さに置き換えることで，

二次元物体における面積効果を実現することが可能で

ある．

2.5 同一モデルによる粘弾性，粘塑性，レオロジー

物体の表現

本論文で示したモデルを用いることで，レオロジー

を含む，粘弾性物体から粘塑性物体までをシームレス

に表現することができる．

粘塑性物体は，三要素モデルのパラメータである

フォークト部の弾性係数 k1 を０とすることで表現で

きる．この時，三要素モデルは直列する二つのダンパ

となっており，全体の粘性係数は c1c2/(c1 + c2)で与
えられる．

粘弾性物体は，理論上，独立ダンパ部の粘性係数 c2
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を無限大とすることで表現できると考えられる．この

時，三要素モデルは単独のフォークトモデルとなって

いる．数値計算上は，c2を十分に高い値とすることで

近似的に粘弾性物体を表現する．それに加え，フォー

クト比率制約条件 amin,amax を共に 1とすることで，
残留変位を生じることなく長時間のシミュレーション

を行うことが可能である．

ここで，c2に極端に高い値を用いた場合の数値計算

上の安定性について述べる．三要素モデルの二つのダ

ンパの粘性係数がある一定の条件を超えると，系が発

散する．これは，離散時間における計算が原因である．

ルンゲクッタ法におけるきざみ時間を T，質点の質量

をm，安定条件に関する比例定数をAstableとおくと，

安定に計算を行うための条件は

c1c2

c1 + c2
< Astable × m

T
(16)

となる．上式から，c1 および c2 の両方を同時に高い

値に設定した場合，系が発散しやすくなることが分か

る．それに対し，c1 あるいは c2 の一方のみを高い値

に設定した場合，(16)式の左辺では低い方の粘性係数
の値が支配的となるため，系が発散しにくい．よって，

本節における粘弾性物体の変形計算は安定である．

図 8に，同一空間内に粘弾性物体，粘塑性物体，粘
弾性，レオロジー物体を構築した例を示す．図 8-(a)
が初期形状，図 8-(b)が一定の変位を与えたときの変
形形状，図 8-(c)が変位を開放した後の定常状態にお
ける形状を表す．それぞれの特性が表現されているこ

とがわかる．

3 物体間の相互作用のモデリング

本節では，衝突と摩擦をモデリングする．衝突を表

現する手法として，侵入量に比例した力を発生させる

ペナルティ法がある [10][11]．しかしペナルティ法では
物体がめり込む場合がある．本論文では，ペナルティ

法に侵入量の時間積分によって発生する力を追加した

手法を用いる．

3.1 従来のペナルティ法

ペナルティ法では干渉が生じた時に，干渉を解消す

る人工力を発生させる．図 9に示すように，物体Aの
頂点 Rが物体 Bの稜線 QiQj を通ることにより，物

体 Aと Bの干渉が生じているとする．稜線 QiQj と

頂点Rの距離を L，距離方向の相対速度を V とする．

従来のペナルティ法では，Lの値を負とし，頂点Rに
作用する人工力の大きさ Fc を，

Fc = −KcL − CcV (17)

で与える．ここで，Kcは弾性係数，Ccは粘性係数を

表す．従来のペナルティ法では，重力や電磁気力等の

(a) intial

(b) deformed

(c) stationary

図 8 同一の仮想空間内への粘弾性物体，粘塑性
物体，レオロジー物体の構築

Fig. 8 Modeling of viscoelastic object, vis-
coplastic object, and rheological object
in same virtual space

物体力により干渉が生じた場合，干渉は完全には解消

されない．例えば，物体を床に置いた場合に，物体が

床にめりこんだままとなる．これは，重力と釣り合う

ための人工力を発生させるために，侵入量 Lが必要と
なるためである．

3.2 ペナルティ時間積分法

物体にめり込んだ頂点が，時間が経つにつれて稜線

に近づくようにするために，ペナルティ法に侵入量の

時間積分の項を加える．この手法をペナルティ時間積

分法と呼ぶ．ペナルティ時間積分法での人工力 Fcoは，

Fco = −KcL − CcV − Ic

∫ t1

t0

Ldt (18)

と表される．ここで，Icは積分係数，t0は衝突判定領

域に侵入した時間，t1 は現在の時間である．
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図 9 ペナルティ法
Fig. 9 penalty method
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図 10 ペナルティ時間積分法
Fig. 10 Time-integrated penalty method
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図 11 三次元での稜線間の衝突における力の配分
Fig. 11 Distribution of force in collision of

edges

時間積分の値は，衝突判定領域から離れると，初期

値 0に戻るものとする．離散的な計算では，稜線上で
の人工力 Fco と物体力は必ずしも等しくならず，Fco

が人工力より大きい場合，頂点は稜線の外側へ離れて

しまう．そうなると，時間積分の値が初期値に戻って

しまうため，頂点 Rは振動的な挙動を示す．そこで，

図 10に示すように，衝突判定領域を微小な長さεだ
け稜線の外側に拡張し，その間に頂点がある場合も時

間積分を続ける．その領域をε領域とする．これによ

り頂点 Rは稜線近傍に収束する．

物体の鋭角な部分に質点が衝突した場合における

質点の貫通を減らすために，(18) 式の右辺における
−KcLを−Kc(L− ε)に置き換える．これは進入量が
低いほど高い弾性係数を持つ非線形な要素として説明

される．

ペナルティ時間積分法によって発生した力は，2.3節
で述べた手法に基づいて，質点に分配する．逆に 2.3節
で述べた位相保持アルゴリズムは，ペナルティ法に符

号付距離の概念を導入したものであると考えることも

できる．

三次元の場合は稜線と稜線の衝突も起こり得る．稜

線と稜線の干渉の場合も同様に考えることができる．

図 11に示す稜線 PiPj と稜線 PkPl が衝突する場合，

図 11に示すようにそれぞれを内分する比率を ra : (1−
ra), rb : (1 − rb)とし，衝突によって発生する力の大
きさを F，両稜線に直交する単位ベクトルを nとす

ると，各質点にかかる力 F i,F j ,F k,F l は，

F i = −(1 − ra)Fn

F j = −raFn

F k = (1 − rb)Fn

F l = rbFn

(19)

となる．

3.3 動摩擦のモデリング

衝突により発生する力 Fcoを垂直抗力とみなすこと

にで，クーロン・アモントン則により，摩擦力を表現

できる．動摩擦係数を µとした場合，動摩擦力 Fdrは

Fdr = µFco (20)

となる．質点 Rに対し，相対速度を打ち消す方向に
Fdr を与える．作用反作用の法則より，拮抗する力を

分配して頂点Qi, Qjに与える．これにより動摩擦力を

表現できる．三次元の場合も同様に表すことができる．

4 シミュレーション

本論文で提案した手法によって構築した仮想レオロ

ジー物体の変形計算例を図 12-(a)～(d)に示す．これ
は，食品加工を想定し，コンベア上を流れるレオロジー

物体を，ローラーによって成形する過程をシミュレー

トしたものである．ローラーは，2.5 節で提案した手
法による硬い粘弾性物体を用いた．形状は正四角柱と

し，コンベアの移動と同期して回転させた．図 12-(d)
から，仮想レオロジー物体が実際のレオロジー物体と

同様に，ローラーによって薄く伸ばされ，円形に近づ

いている様子が分かる．

次に，リアルタイムでの変形計算例として，マウス

による対話操作を行った仮想レオロジー物体変形シ

ミュレーションの動作例を図 13-(a)～(c)に示す．計
算はAthlonXP 2400+搭載 PCで行い，実時間で変形
計算が可能な仮想物体の規模を測定した．三要素モデ

ルによる稜線の計算のみを行った場合と，それに加え

て，位相保持，体積効果，力依存型非線形ダンパ [9]
および操作点との接触処理を追加して変形計算を行っ

た場合について，100Hzもしくは 1000Hzの更新頻度
で計算することができた物体の規模を表 1に示す．ハ
プティックデバイスを用いて柔軟物の力覚提示を行う

ためには，数 10Hzから数 100Hz程度の更新頻度によ
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(a) (b)

(c) (d)

図 12 ローラーによる仮想レオロジー物体の成形
Fig. 12 Forming of virtual rheological object

by roller

る変形計算が必要である．本論文で提案したモデルで

は，表に示した程度の小規模な物体であれば，力覚提

示に必要な時間分解能での変形計算を行うことが可能

であるということが分かった．

表 1 実時間計算可能な物体規模
Table 1 Object size computable in realtime

更新頻度 追加要素 各軸の質点数 総稜線数
［Hz］ (x,y,z)

100 ON 7,7,6 1385

100 OFF 9,8,8 2857

1000 ON 4,4,4 252

1000 OFF 6,5,5 661

5 おわりに

本論文では仮想レオロジー物体のモデリング手法を

提案した．同一のモデルによる粘弾性から粘塑性まで

の統一的なモデリングを実現し，ペナルティ法に準じ

たアルゴリズムを用いることで物体間の衝突のモデリ

ングとトラス構造モデルにおける位相保持を実現した．

また時間積分項の導入によってペナルティ法の欠点で

ある物体同士のめり込みを改善した．

本論文で提案したモデルを用いることで広い範囲の

物体を表現することが可能である．ただし，実時間で

計算することができる要素の数は十分ではなく，複雑

な形状の物体を扱うことは困難である．しかし近年，

FPGA(Field Programmable Gate Array)と呼ばれる
書き換え可能 LSIが飛躍的な進歩を遂げている．本論
分で提案したモデルは並列処理に適しており，LSIを

　 (a) initial

(b) contact

(c) deformed

図 13 リアルタイム変形シミュレーション
Fig. 13 Realtime simulation of rheological de-

formation

用いた並列パイプライン処理が，多数の要素を持つ複

雑な仮想物体の実時間計算への有力な選択肢となって

いる．
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Abstract
A physical modeling of rheological objects is pre-

sented. Objects showing rheological nature involve
foods and biological tissues yet no systematic approach
to build their virtual objects is not established. In this
article, we will construct 2D/3D virtual rheological ob-
jects.
Keywords: deformation, modeling, rheological objects

1 Introduction
Deformable objects can be categorized into 1) vis-

coelastic objects, 2) plastic objects, and 3) rheological
objects. Construction of virtual viscoelastic objects
and virtual plastic objects has been studied exten-
sively in computer-aided surgery and computer graph-
ics. On the other hand, construction of virtual rheo-
logical objects has not been studied yet though various
objects such as type of food and biological tissues in
the real world tend to deform rheologically.
In this article, we will develop a systematic and co-

herent method to construct virtual rheological objects.
First, we will summarize the properties of rheological
deformation. Secondly, we will select rheological ele-
ments appropriate for the construction of virtual rhe-
ological objects. Thirdly, we will apply the particle-
based modeling to virtual rheological objects. We will
then investigate the topology maintenance of virtual
rheological objects. Finally, we will simulate the phys-
ical interaction among rheological objects.

Related works Solid mechanics has also been stud-
ied for a long time to formulate the deformation of
solid bodies [1]. Solid mechanics basically focuses
on the local deformation of solid bodies rather than
the global deformation of objects. Rheology has been
studied for past several decades and fruitful results
have been obtained [2]. Rheology focuses on one-
dimensional deformation rather than two-dimensional
(2D) or three-dimensional (3D) deformation as well.
Modeling of global object deformation has been ex-

tensively studied in computer graphics and virtual re-
ality. Elasticity theory has been applied to the model-
ing of deformable objects in physically based modeling
[3, 4]. Introduction of finite element method (FEM)
has extended these works; geometrically-nonlinear
FEM and rotation-invariant nonlinear FEM are ap-
plied to the modeling of global deformation [5, 6]. Ex-
plicit FEM approach with Green strain is proposed to

(a) natural shape (b) deformed shape

(c) viscoelastic (d) plastic (e) rheological

Figure 1: Viscoelastic, plastic, and rheological
deformations

perform realtime computation of global deformation
[7] Boundary element method (BEM) has been intro-
duced to the modeling of deformable objects [8, 9].
BEM approach is applicable to uniform objects alone
but can reduce the computation time, resulting in re-
altime simulation of global object deformation. Non-
linear shell theory has been applied to the modeling
of fabric deformation [10]. Particle-based model of
a cloth has been proposed for the drape simulation
of the cloth [11]. Implicit numerical integration has
been introduced to the particle-based cloth model to
reduce the computation time [12]. Modeling of plas-
tic objects has been studied in computer graphics [13]
and has been applied to computer crafts [14, 15].

This article contributes to the modeling of rheolog-
ically deformable objects. We will first formulate the
dynamic behavior of rheological elements. Particle-
based modeling [16, 17] will be applied to describe the
2D/3D object deformation. Then, topology mainte-
nance of virtual rheological objects will be addressed.
Finally, penalty method [18, 19] will be applied to sim-
ulate the physical interaction among rheological ob-
jects.

2 Rheological Deformation
Objects deform in response to forces applied to the

objects. Objects can be categorized into three groups
with respect to their deformation. Assume that a nat-
ural shape of an object is as given in Figure 1-(a). On
applying external forces, the object deforms as in Fig-
ure 1-(b). Let us release the applied force and exam-
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Table 1: Inferring rules of residual deformation

serial residual non-residual
residual residual residual

non-residual residual non-residual
(a) serial

parallel residual non-residual
residual residual non-residual

non-residual non-residual non-residual
(b) parallel

Table 2: Inferring rules of bouncing deformation

serial bouncing non-bouncing
bouncing bouncing bouncing

non-bouncing bouncing non-bouncing
(a) serial

parallel bouncing non-bouncing
bouncing bouncing bouncing

non-bouncing bouncing non-bouncing
(b) parallel

ine the stable shape after the release. Deformation of
viscoelastic objects is completely lost and their stable
shape coincides with their natural shape, as illustrated
in Figure 1-(c). Namely, viscoelastic objects have no
residual deformation. Deformation of plastic objects
completely remains and their stable shape coincides
with their deformed shape under the applied forces, as
shown in Figure 1-(d). Namely, plastic objects have
no bouncing deformation. Objects with residual defor-
mation and bouncing deformation are referred to as
rheological objects. Deformation of rheological objects
is partially lost after the applied forces are released,
as illustrated in Figure 1-(e). Various objects includ-
ing foods and tissues are categorized into rheological
objects.

3 Modeling of Rheological Elements
3.1 Selection of Rheological Elements
Rheological objects deform according to forces ap-

plied to the objects. The relationship between the
applied forces and the object deformation can be de-
scribed in a physical model. Let us introduce an elas-
tic element and a viscous element so that a physical
model can describe the time-dependent deformation of
a rheological object. Various deformation properties
are then described by combinations of the two funda-
mental elements. These combinations are referred to
as rheological elements. Next, we have to select rhe-
ological elements appropriate for virtual rheological
objects.
As for the deformation properties of a rheological

object, recall that 1) residual deformation is involved,

(a) (b)

Figure 2: Minimal elements describing
rheological deformation

2) bouncing displacement is involved, and 3) vibra-
tions decrease. Let us examine whether individual
rheological elements satisfy the first condition. Let
us investigate a rheological element consisting of two
elements connected in series. If either of the elements
has residual deformation, the connected element has
residual deformation as well. If neither of the two
has residual deformation, the connected element has
no residual deformation. These inferences are summa-
rized in Table 1-(a). Let us investigate a rheological
element consisting of two elements connected in paral-
lel. If both of the elements have residual deformation,
the connected element has residual deformation. If ei-
ther of the elements has no residual deformation, the
connected element has no residual deformation. These
inferences are summarized in Table 1-(b). Note that
a viscous element has residual deformation while an
elastic element has no residual deformation. Thus, we
can determine whether a given rheological element has
residual deformation or not using Table 1.
Similarly, let us examine whether individual rheo-

logical elements satisfy the second condition. Let us
investigate a rheological element consisting of two el-
ements connected in series. If either of the elements
has bouncing deformation, the connected element also
has bouncing deformation. If neither of the two has
bouncing deformation, the connected element has no
bouncing deformation. These inferences are summa-
rized in Table 2-(a). Let us investigate a rheological
element consisting of two elements connected in par-
allel. If either of the elements has bouncing deforma-
tion, the connected element has bouncing deformation
as well. If neither of the two elements has bouncing
deformation, the connected element has no bouncing
deformation. These inferences are summarized in Ta-
ble 2-(b). Note that an elastic element has bouncing
deformation while a viscous element has no bouncing
deformation. Thus, we can determine whether a given
rheological element has bouncing deformation or not
using Table 2.
Now let us examine whether individual rheological

elements satisfy the third condition. Note that ele-
ments connected in parallel have the same displace-
ment. Thus, a set of elements connected in parallel
is referred to as a part of a rheological element. Each
rheological element can be then regarded as a series
of parts. If a part involves viscous elements, any vi-
bration on the part converges to zero. On the other
hand, vibration on a part without viscous elements os-
cillates and does not converge to zero. Thus, we find
that all parts must involve viscous elements to satisfy
the third condition.
Consequently, we find that rheological elements

listed in Figure 2 satisfy the three conditions and con-
sist of the minimal fundamental elements. In this arti-
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Figure 3: Three-element model

cle, we will use the rheological element shown in Figure
2-(a), which is referred to as a three-element model.
3.2 Formulation of the Rheological Ele-

ment
We will apply the particle-based modeling [16, 17]

to describe the deformation of rheological objects. We
will describe a 2D/3D object shape by a combination
of triangles/tetrahedra. Vertices of individual trian-
gles/tetrahedra correspond to mass particles and their
edges correspond to rheological elements. Then, the
object model consists of a set of mass particles and a
set of rheological elements among the particles. Let
P0 through PN−1 be mass particles, where N denotes
the number of the particles. Let E0 through EM−1 be
rheological elements, where M specifies the number of
the elements. Each rheological element connects two
mass particles. One particle is referred to as the start-
ing particle of the element while the other is referred
to as its end particle.
Let us formulate the dynamic equation of a virtual

rheological object. We will apply the three-element
model, illustrated in Figure 2-(a), to rheological ele-
ments. Two mass particles Pi and Pj are connected
by a rheological element Ek, as shown in Figure 3.
This rheological element consists of two parts; the left
part is referred to as a Voigt part and the right part
is referred to as a damper part. Let Pi be the starting
particle of the element while Pj be its end particle. Let
xi be the position of particle Pi, vi be its velocity, and
mi be its mass. Let lk be the length of element Ek and
dk be the length of its Voigt part. Then, the length
of its damper part coincides with lk − dk. We find
that state variables of the mechanical system shown
in the figure are given by xi, vi, xj, vj, and dk. Let
Lk be the natural length of the Voigt part of element
Ek. Since the extension of the Voigt part is given by
dk − Lk, the magnitude of a force generated by the
Voigt part is described as follows:

fvoigt
k = −k1{dk − Lk} − c1ḋk, (1)

where k1 represents the stiffness of the Voigt part and
c1 denotes its viscosity. Recalling that the length of
the damper part is given by lk − dk, the magnitude of
a force generated by the damper part is described as
follows:

fk = −c2{l̇k − ḋk}, (2)
where c2 represents the viscosity of the damper part.
Since the forces generated by the two parts coincide

(a) 0 (b) 5

(c) 10 (d) 20

Figure 4: Simulation with linear damper

with each other, say, fvoigt
k = fk, we have the following

equation:

ḋk =
−k1{dk − Lk}+ c2 l̇k

(c1 + c2)
. (3)

Length lk satisfies l2k = (xi −xj) · (xi −xj). Differen-
tiating this equation with respect to time yields

˙lk =
(xi − xj) · (vi − vj)

lk
. (4)

Note that a force applied to particle Pi by element Ek
is described as fkek while a force applied to particle
Pj is given by −fkek, where ek is a unit vector from
the starting particle to the end particle, which is given
by ek = (xj − xi)/lk.
Let Ri be a set of rheological elements with particle

Pi as their starting particle and Si be a set of rheo-
logical elements with particle Pi as their end particle.
Then, any element involved in setRi applies force fkek
to mass particle Pi while any element involved in set
Si applies force −fkek to the mass particle. Conse-
quently, we find that the dynamic equation of particle
Pi is described as follows:

miv̇i =
∑
k∈Ri

fkek −
∑
k∈Si

fkek + F ext
i , (5)

where F ext
i be the resultant of external forces applied

to particle Pi. On solving differential equations (3)
and (5) numerically, we can compute the deformation
of a rheological object.
3.3 Force-dependent Nonlinear Damper
Rheological elements involve damper parts to de-

scribe residual deformation. Conventional three-
element model applies a linear damper to its damper
part. Displacement of the linear damper continues in-
creasing or decreasing as long as a force is exerted on
the damper. This property is, however, inadequate
for the introduction of gravity into virtual rheologi-
cal objects. A virtual rheological object involving lin-
ear damper parts continues deforming as long as grav-
ity forces are exerted on its mass particles. Thus, it
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(a) 0 (b) 5

(c) 10 (d) 20

Figure 5: Simulation with force-dependent
nonlinear damper

turns out that the shape of a virtual rheological ob-
ject collapses under gravity. Figure 4 simulates the
deformation of a virtual rheological object involving
linear damper parts under gravity. As shown in the
figure, the object continues deforming and the shape
of the object collapses finally. Thus, we will introduce
a force-dependent nonlinear damper into the damper
part of a three-element model. The viscosity of a force-
dependent nonlinear damper changes according to the
magnitude of a force applied to it. The viscosity cor-
responding to the gravity force applied to a particle
must take a large value so that the shape of a virtual
rheological object does not collapse under gravity. In
this article, viscosity of a force-dependent nonlinear
damper is given as follows:

c2 =




cmax (f ≤ f1)
Ae−Bf (f1 ≤ f ≤ f2)
cmin (f ≥ f2)

,

where f denotes a force generated by the damper part,
f1, f2, A, and B are constants, cmax = Ae−Bf1 , and
cmin = Ae−Bf2 . Figure 5 simulates the deformation of
a virtual rheological object involving force-dependent
nonlinear dampers. We find that the shape of the
object does not collapse under gravity.
On introducing force-dependent nonlinear dampers

into a virtual rheological object, we can appropriately
compute the deformation of the object regardless of
body forces such as gravity and electromagnetic forces.
Figures 6 and 7 show the deformation and the motion
of a rheological object on a rigid table caused by an
external force. Gravity does not work in Figure 6 while
it works in Figure 7. Without gravity, only a reaction
force from the table is applied to the object after the
exerted external force is lost. Thus, the object moves
upward, as shown in Figure 6-(d). Under gravity, the
left bottom region of the object makes contact with
the table again after the external force is lost because
a reaction force and a gravitational force are applied
to the object.

(a) 5 (b) 10

(c) 15 (d) 20

Figure 6: Simulation without gravity

(a) 5 (b) 10

(c) 15 (d) 20

Figure 7: Simulation with gravity

4 Particle-based Modeling of Rheolog-
ical Objects

4.1 Particle-based Model
We have introduced particle-based approach [16,

17] to describe 2D/3D deformation of rheological ob-
jects. In this section, we will describe the topology of
a virtual rheological object. The particle-based model
involves a set of mass particles and a set of rheo-
logical elements among the particles. Each element
has its starting and end particles. This implies that
each element is directed from the starting particle to
the end particle. Consequently, topology of a virtual
rheological object is described by a directed graph.
Nodes in the graph represent mass particles and the
arcs describe directed rheological elements. Moreover,
a 2D/3D shape is described by a connection of tri-
angles/tetrahedra, which must be involved in object
topology. Figure 8 shows a simple example of a 2D
discrete element model. This model consists of 4 mass
particles, 5 rheological elements, and 2 triangles. Ta-
ble 3 provides the topology of this model. The starting
and end particles are specified for each element. Each
triangle consists of three arcs in the positive direction
or in the negative direction. The symbol following
each element denotes its direction in the triangle.
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P0 P1

P2 P3
E4

E0

E1
E2

E3

T0

T1

Figure 8: Example of 2D discrete element model

Table 3: Description of discrete element model

element start point end point
E0 P0 P1

E1 P2 P0

E2 P0 P3

E3 P1 P3

E4 P2 P3

triangle arcs
T0 E0 + E3 − E2 −
T1 E2 + E4 − E1 +

4.2 Topology Maintenance
Topological connection among mass particles in a

virtual rheological object must be consistent so that
the deformation of the object can be computed appro-
priately. Since the dynamic equations given in eqs.(3)
and (5) are solved numerically at discrete time points,
the topological connection often collapses, resulting in
failure of the computation.
Recall that a 2D virtual rheological object consists

of triangles. In order to maintain the consistency in
the topological connection, we have to distinguish a
triangle from its reflection. Noting that edges of a
triangle are directed, we find that a signed distance
between a vertex of a triangle and its opposite edge
can be defined, as illustrated in Figure 9. Let nk

ij be a
unit vector perpendicular to edge PiPj and directed to
vertex Pk at the natural state of a virtual rheological
object, as shown in Figure 9-(a). The signed distance
between vertex Pk and edge PiPj is then formulated
as follows:

dk
ij =

−→
PiPk · nk

ij . (6)

This signed distance must be larger than a small pos-
itive value so that the topological connection among
particles Pi, Pj, and Pk is consistent. In other words,
when the signed distance is shorter than the small pos-
itive value, particle Pk must be guided so that the
signed distance increases. Thus, we will introduce the
following artificial force generated by a virtual Voigt
model between vertex Pk and edge PiPj:

fk
ij =

{
0 (dk

ij > ε)
{−K(dk

ij − ε) − Cḋk
ij}nk

ij (dk
ij ≤ ε)

, (7)

where K and C denote elasticity and viscosity of the

Pk

Pi

Pj

n i,j
k

d i,j
k > 0

Pk

Pi

Pj

d i,j
k < 0

(a) positive (b) negative

Figure 9: Signed distance between vertex and edge

(a) initial (b) final

Figure 10: Modeling of viscoelastic object

virtual Voigt model, respectively, and ε represents a
small positive threshold. When the signed distance
dk

ij is below threshold ε, the above artificial force is
applied to particle Pk to increase the signed distance.
The discussion can be extended to a 3D virtual rhe-
ological object by introducing a signed distance be-
tween a vertex of a tetrahedron and its opposite face.
The topological connection of a virtual rheologi-

cal object may also collapse due to an inappropriate
value of ak = dk/lk, which specifies the ratio between
the length of the Voigt part and that of the damper
part. Note that ratio ak must satisfy the condition
0 ≤ ak ≤ 1. Solving dynamic equations numerically
at discrete time points often breaks this condition and
the consistency in the topological connection is lost.
Thus, we will define the possible minimum value amin
and the possible maximum value amax of variable ak.
Namely, the following condition is imposed on ratio
ak:

amin ≤ ak ≤ amax. (8)

When the value of length dk is below aminlk during
the computation process, the minimum value aminlk is
substituted into length dk. When the value of length
dk exceeds amaxlk during the computation process, the
maximum value amaxlk is substituted into length dk.

5 Simulating Rheological Objects
5.1 Elasticity and plasticity
Our approach can describe not only rheological ob-

jects but viscoelastic objects and plastic objects in
a systematic and coherent manner. Viscoelastic ob-
jects can be described by the Voigt part alone. Recall
that the ratio of the Voigt part is described by ak and
the condition given in eq.(8) is imposed on the ratio.
Thus, viscoelastic objects can be described simply by
substituting 1 into both amin and amax. Figure 10
shows an example of the modeling of a viscoelastic
object.
Plastic objects can be described by single dampers.

On substituting 0 into elasticity k1 of the Voigt part, a
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(a) initial (b) final

Figure 11: Modeling of plastic object

three-element model coincides with a serial connection
of viscous elements. The viscosity of the Voigt part is
given by constant c1 and the viscosity of the damper
part is given by c2, which depends on the force ap-
plied to the part. The resultant viscosity of the serial
connection is then described by c1c2/(c1 + c2). This
resultant viscosity is mainly governed by the smaller
viscosity. Namely, if c1 � c2, the resultant viscosity is
almost equal to c1, and vice versa. Since the viscosity
corresponding to the gravity force applied to a parti-
cle must take a large value, the corresponding force-
dependent nonlinear damper should be dominant, say,
c1 � cmax. Consequently, we find that plastic objects
can be described by the following condition:

k1 = 0, c1 � cmax.

The viscosity of an object is then specified by cmin.
Figure 11 shows an example of the modeling of a plas-
tic object.
5.2 Physical Interaction among Rheolog-

ical Objects
Let us describe the physical interaction among rhe-

ological objects in contact. Collisions between two
rheological objects and collisions between two regions
of a rheological object cause reaction forces at the con-
tacting regions. We will apply the penalty method
[18, 19] to compute the reaction forces. Namely, reac-
tion forces can be simulated by introducing artificial
forces similar to eq.(7). In a 2D model, we will de-
fine an artificial force between a vertex and an edge
on the surfaces. When the signed distance between a
vertex and an edge is below a threshold and the foot
of the perpendicular of the vertex is on the edge, a
force generated by a virtual Voigt model is applied to
the vertex and to the edge in the opposite directions.
In a 3D model, we will define a artificial force between
a vertex and a triangle on the surfaces.
Figure 12 shows the collision of two regions of a vir-

tual rheological object. An external force is exerted on
the object at the center of its top face and is lost af-
ter a while. Two regions of the object are in contact
with each other, as shown in Figure 12-(b). The two
regions suffer no interference and the object deforma-
tion can be computed well, as shown in Figure 12-(c)
and (d). Figure 13 shows the deformation of a rheo-
logical object pressed by a rigid object. A rigid object
is put on a rheological object and is removed after a
while. The rigid object is modeled as a viscoelastic
object with large elasticity. The deformation process
can be computed successfully as shown in the figure.
Let us simulate kinetic friction forces caused by the

collision between two regions of rheological objects.

(a) 5.0 s (b) 7.5 s

(c) 10.5 s (d) 20.0 s

Figure 12: Self-collision of rheological object

(a) 0 s (b) 5 s

(c) 10 s (d) 20 s

Figure 13: Deformation of rheological object
pressed by rigid object

The magnitude of the kinetic friction can be com-
puted by the Coulomb-Amonton law. The direction
of the friction is determined by the relative velocity
between a vertex and an edge in the 2D model or be-
tween a vertex and a triangle in the 3D model. Figure
14 demonstrates the effect of friction. In this demon-
stration, a small viscoelastic object is on a rheological
object. Let us apply an external force to the right side
of the rheological object. The small object then slides
on the surface in the right direction. The coefficient
of kinetic friction is equal to 0.0 in Figure 14-(a) while
it is equal to 0.3 in Figure 14-(b). Since the surface
is frictionless in Figure 14-(a) whereas it is frictional
in Figure 14-(b), the small object slides more in Fig-
ure 14-(a) than it does in Figure 14-(b). As shown in
the figure, we can simulate the kinetic friction forces
between the two regions.
Figure 15 demonstrates the collision among six rhe-

ological objects under gravity. The proposed approach
can simulate the physical interaction among multiple
rheological objects, as shown in the figure.

6 Concluding Remarks
We have developed a systematic and coherent

method to construct virtual rheological objects. First,
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(a) frictionless surface (b) frictional surface

Figure 14: Description of kinetic friction

(a) 0 s (b) 5 s

(c) 10 s (d) 20 s

Figure 15: Collision among objects

we selected rheological elements appropriate for de-
scribing the deformation of rheological objects. It
turned out that the three-element model with a force-
dependent damper is appropriate. Secondly, we ap-
plied the discrete element approach to virtual rheolog-
ical objects. We found that introducing a signed dis-
tance into a triangle/tetrahedron of a virtual rheologi-
cal object and controlling the length ratio of the Voigt
part are essential in order to keep the model topology
consistent. Thirdly, we described the physical interac-
tion among rheological objects. We have shown that
our approach can describe viscoelastic, plastic, and
rheological deformations in a systematic and coherent
manner. It also turned out that the contact among
rheological objects can be simulated appropriately.
Future issues include 1) identification of physical

parameters in virtual rheological objects, 2) realtime
computation of rheological deformation, and 3) dy-
namic simulation of food forming process and human
mastication process.
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Abstract : In this paper, we will present a technique of modeling contact among virtual rheological 

objects. A collision of virtual rheological objects, which are modeled as a lattice structure model, 

is expressed using artificial forces between the edges and the nodes. We will develop the 

time-integrated penalty method, where an artificial force involves a time-integral term. 

1. はじめに 

食品や生体組織など，レオロジー的変形特性を有する物体

に関しては，仮想物体を構築する手法が確立していない．レ

オロジー物体とは，戻り変位と残留変位を有する柔軟物であ

る．著者らは，レオロジー物体をモデリングする手法を提案

した[1][2]．さらに,物体同士の衝突や摩擦をモデリングす

る必要がある．衝突を表現する手法として，侵入量に比例し

た力を発生させるぺナルティ法がある[3][4]．ペナルティ法

は1回ステップあたりの計算量が少なく，並列リアルタイム

計算に向いている．しかしペナルティ法では，物体がめり込

んでいるように見える場合がある．本研究ではペナルティ法

に侵入量の時間積分によって発生する力を追加した手法を

提案する． 

L 

V 

Fg 

R 

積分

領域 
L 
V 

Fg 

R 

2. レオロジー要素 

Fig.1に示す３要素モデルが，レオロジー物体の変形特性

のモデリングに適している.要素の両端をPiとPjとする．フォ

ークト部のバネ係数をK１，ダンパー係数をC１，フォークト部

と直列に配置されたダンパーのダンパー係数をC２とする．稜

線の長さをlk，稜線を分割する比率をakとすると，フォーク

ト部の長さはaklkとなる．このレオロジー要素を格子状に配

置することによってレオロジー物体をモデリングする． 

 

 

 

 

 

 

Fig.1 Three element model 
3. 接触のモデリング 

3.1 提案するペナルティ法による衝突 

Fig.2(a)に示す物体Aと物体Bの衝突を,局所的な稜線と頂

点の関係に基づいて表現するとFig.2(b)になる．ペナルティ

法では干渉が生じた時に，干渉を解消する人工力を発生させ

る．稜線Qと頂点Rの垂直方向の長さをL，垂直方向の相対速

度をVとする．従来のペナルティ法では，Lの値を負とし，頂

点Rに与える人工力Fcは， 

VCLKF ccc −−=         (1) 

と表される．ここで，Kcはバネ係数，Ccはダンパー係数を表

す．従来のペナルティ法では，重力や電磁気力等の物体力Fg
により干渉が生じた場合，干渉は完全には解消されない．例

えば，物体を床に置いた場合に，物体が床にのめりこんだま

まとなる．この場合は，重力と釣り合うための人工力Fcを発

生させるために，侵入量Lが必要だからである． 
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(a) Collision  (b) Penalty method 
Fig.2 Collision between node and edge 

そこで，時間が経つにつれて理想的な状態である，頂点が

稜線上にある状態に近づけるために，ペナルティ法に侵入量

の時間積分の項を加える．以下この手法をペナルティ時間積

分法と呼ぶ．Fig.3に示すペナルティ時間積分法での人工力
Fcoは， K1 

∫−−−=
1

0

t

t
LdtcIVcCLcKcoF     (2) 

と表される．ここで，Icは積分係数，t0は衝突判定領域に侵

入した時間，t1は現在の時間とする． 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3 Time-integrated penalty method 
時間積分の値は，衝突判定領域から離れると，初期値０に

戻るものとする．離散的な計算では，稜線上での人工力Fco

ε領域 
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と物体力Fgは必ずしも等しくならなく，Fco>Fｇの場合では頂
点は稜線の外側へ離れてしまう．そうなると，時間積分の値

が初期値に戻ってしまうため，頂点Rは振動的な挙動を示す．
そこで，衝突判定領域を微小な長さεだけ稜線の外側に設け，

その間に頂点がある場合でも時間積分をそのまま続けるよ

うにする．その領域をε領域とする．これにより頂点Rは稜
線近傍に収束する． 
3.2 安定性の向上 

Fig.4は物体の鋭角な部分に頂点Ｐが稜線Mから，物体内に
入った場合であり，稜線M,Nからの侵入量をLm,Lnとすると， 

nm LL −<−    (3) 
となる．このような干渉を(2)式のバネ力の項のみで表すと，
頂点Ｐに稜線Ｍ，Ｎより発生する人工力Fm，Fnは， 

ncn

mcm
LKF
LKF

−=
−=

   (4) 

となる．この時，それぞれのバネ係数は， 

c
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m

m K
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F
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F
=

−
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−
   (5) 

となる．ここで，頂点Ｐはなるべく稜線M側よりに出るよう
にしたい．そこで，(2)式より導かれる，頂点と稜線の間に発
生する人工力Fcoに，定常的な力Kcεを加える．新たな人工力

Fcは， 
εccoc KFF +=    (6) 

となる．(5)式のようにバネ係数を算出すると， 
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となる．これは，侵入量Ｌが短いほど，みかけのバネ係数が

大きいことを示している．よって，頂点Ｐは稜線M側よりに
出やすくなる．(6)式をペナルティ時間積分法の形で表すと，
人工力Fcは， 

∫−−−−=
1

0

)(
t

t
LdtcIVcCLcKcF ε   (8) 

ただし， 

∫ ≤
1

0

0
t

t
Ldt   

となる．つまり，ε領域の始めをバネの初期位置とする. (8)
式により，頂点は，物体力Fg ≥ Kcεの時にはL=0に収束し，
Fg < Kcεの時にはε領域内で収まる． 
 

 

 

 

 
 
 

Fig.4 Collision with acute region of object 
3.3 力の分配法 

稜線を構成する頂点には，衝突によって発生する力の反作

用を与える必要がある．Fig.2(b)に示すように，稜線を構成

する頂点をQa,Qbとし，頂点Rの稜線QaQbへの足が稜線を内分す

る比を(1-lb):lbとする．この時，Qa,Qbに作用する力Fac,Fbcは， 

cFblbcF
cFblacF

)1( −−=

−=
    (9) 

となる．  

3.4 摩擦力 

衝突により発生する力Fcを垂直抗力とみなすことにで，ク

ーロン・アモントン則により，摩擦力を表現できる． 

4. 実験 

従来のペナルティ法と，ペナルティ時間積分法を用いた場

合による物体の位置比較を行う．床の高さを０として物体を

床の上に置いた場合の物体の位置を示す． 

 
Fig.5 Height of object 

      

(a) Penalty method   (b) Time-integrated penalty method 

Fig.6 Height of object in 3D space 
Fig.5のように，従来のペナルティ法では物体が床に侵入

した状態が続くが，ペナルティ時間積分法では最終的には高

さが０の位置になる．Fig.6 はペナルティ時間積分法を３次

元に応用した結果である．３次元では面と点，稜線と稜線の

関係に基づいてペナルティ時間積分法を適用すれば，２次元

と同様の結果が得られる． 

5. まとめ 

ペナルティ時間積分法を用いると，物体が侵入しつづける

ことなく，稜線上で釣り合うことを示した．今後，実物体の

接触から，ペナルティ時間積分法のバネ係数，ダンパー係数，

積分係数を同定する手法を確立する． 
ε領域 
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三要素モデルによる粘弾性物体, 塑性物体および 
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Abstract: In this report, we will present a method to construct the physical models of viscoelastic objects, plastic objects, and rheological 
objects using three element models in a coherent manner. We introduce constraints into the ratio of voigt part. Viscoelastic objects, plastic 
objects, and rheological objects are modeled by setting the parameter of the three element models with constraints. 
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1. はじめに 
 これまで, 現実世界に存在する様々な物体を仮想空間に表
現する事を目的とした研究が精力的に進められてきた. 特に, 
仮想的な粘弾性物体および塑性物体の表現手法については多

くの研究がなされており, また, 我々のグループは食品や生
体組織に代表されるレオロジー物体を仮想空間に構築する手

法を提案した[1]. 本報告では, レオロジー的性質を持つ三要
素モデルを用いて, 粘弾性物体, 塑性物体, レオロジー物体
を統一的に扱う手法を提案する.  
 
2. 各物体の性質 
 Fig.1-(a)に示す形状を有する物体に外力を作用させ , 
Fig.1-(b)の状態に変形させたとする. 外力を解放すると粘弾
性物体では, Fig.1-(c)に示すように元の形状に戻る. 塑性物体
の場合は Fig.1-(d)のように変形したままの形状を保つ. レオ
ロジー物体の場合は Fig.1-(e)のように, 残留変位と戻り変位
を生じる.  
 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.1 Viscoelastic object, plastic object, and rheological object 
 
3. レオロジー物体の表現 
 本報告では, 戻り変位および残留変位を表すモデルとして, 
Fig.2 に示す三要素モデルを用いる. 物体は三角形要素ある
いは四面体要素を組み合わせて表現する. 各要素の頂点に質
点を配し, 頂点間を結ぶ稜線を三要素モデルとすることで二
次元形状および三次元形状を表現する.  

 
 
 
 
 
 
 
 

次に, 三要素モデルを定式化する. 三要素モデルのフォー
クト部の比率を とし, フォークト部の粘性係数, 弾性係数, 
自然長を c とする. ダンパー部の粘性係数を c とす
る. フォークト部に作用する力は次式で表される.  

a
L,k, 11 2

( )lalacLalKf &&+−−−= 1)(     (1) 

同様に, ダンパー部に作用する力は次式で表される.  

( )( )lalacf && −+−−= 12           (2) 

フォークト部とダンパー部に作用する力は等しいため, (1)式
および(2)式から, 次式が導かれる.  

( ) ( )( )
( )lcc

lacacLalKa
21

21 1
+

−−−−−
=

&
&       (3) 

ここで, 変数 は以下の条件を満たさなくてはならない.  a
10 ≤≤ a                         (4) 

しかし, (3)式を元に計算を行う限り, 変数 は計算過程でこ
の条件を逸脱する可能性がある. そこで, 本報告では, 変数
に以下の制約条件を課す.  

a

a
maxmin aaa ≤≤          (5) 

ここで a min, a
a
a

max は定数である. 計算過程で変数 の値を
監視し, 値が

a

a
minを下回った時には変数 にa a

a
minを代入し, 

変数 の値がa maxを上回った場合には, 変数 に maxを代

入する.  

(a) natural shape (b) deformed shape 

(c) viscoelastic    (d) plastic    (e)rheological 
 以上を元に, 各質点に接続する複数の三要素モデルによっ
て生じる力を合計し, 運動方程式に基づいて各質点に加速度
の計算する. 質点の位置, 速度, フォークト部の比率をルン
ゲクッタ法による数値計算で求めることで, 物体の変形シミ
ュレーションを行う.  
 構築したレオロジー物体の変形シミュレーションを Fig.3
に示す.  
 

   
  (a) Initial       (b) Deformed      (c) Stationary 

 
Fig.3 Simulation of rheological object 

c1 
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Damper part Voigt part 

Fig.2 Three element model 



4. 粘弾性物体の表現 
 粘弾性は, フォークトモデルによって表現することが可能
である. 三要素モデルは, ダンパー部の粘性係数 c2 の値を十

分に大きな値に設定することで, フォークトモデルと同様の
挙動を示す. 長時間の変形シミュレーションを行う場合, ダ
ンパー部の変形量が蓄積される可能性があるが , a min, 
a maxをともに1に設定することでこれを回避できる. この手
法で構築した粘弾性物体の変形シミュレーションを Fig.4 に
示す.  
 

   
     (a) Initial       (b) Deformed     (c) Stationary 
 

Fig.4 Simulation of viscoelastic object 
 
5. 塑性物体の表現 
 塑性は, 単一のダンパーによって表現することが可能であ
る. 三要素モデルは, フォークト部の弾性係数 k の値を 0 に
設定することで, 直列に接続した二つのダンパーとなる. こ
の場合, 三要素モデル全体の粘性係数 cは次式で表される.  

21

21

cc
cc

c
+

=       (6) 

粘性係数として cdamperの値をもつダンパーを表現するには, 
c1, c2の値を共に cdamperの 2倍に設定すればよい. この手法で
構築した塑性物体の変形シミュレーションを, Fig.5に示す.  
 

    
(a) Initial        (b) Deformed     (c) Stationary 

 

Fig.5 Simulation of plastic object 
 
6. 力依存型ダンパー 
 本報告における三要素モデルは単独のダンパーを含むため, 
仮想空間に重力を導入すると, レオロジー物体および塑性物
体の形状は時間の経過とともに崩れてしまう. そこで, 弱い
力に対して選択的に強い粘性を示す力依存型ダンパーを三要

素モデルのダンパー部に導入することにより, 重力下で形状
を保つ物体を構築する事ができる. 力依存型ダンパーの粘性
係数 c2を以下の式で与える.  

)(
)(

)(

2min

21

1max

2

ffc
fffAe

ffc
c Bf

≥
≤≤

≤
= −

　

　　      (7) 

ここでA, B, f1, f2, cmax, cminは定数であり, これらは(7)式にお
ける粘性係数 c2の値が連続となるように設定する.  
力依存型ダンパーを用いた三要素モデルを塑性物体に対し

て適用する場合, 線形ダンパーと力依存型ダンパーが直列に
連結した形となる. 粘性係数 c1の値が c2よりも十分に大きな

値であれば, 全体の粘性係数は次式で近似できる.  

2
21

21 c
cc

cc
≒

+
       (8) 

これにより力依存型ダンパーを導入した三要素モデルにおい

て, 単体の力依存型ダンパーと同等の挙動を表現する事が可
能である.  

7. 三次元物体 

 本報告で提案した手法は三次元物体にも適用できる. Fig.6
は, 三次元空間における粘弾性物体, 塑性物体, レオロジー
物体の変形シミュレーションである. 物体上面部を変形させ
ることで物体側面部が膨らんでいることが確認できる. 
 

   
                 (a) Initial 
 

   
           (b)Deformed 
 

   
                   (c) Stationary 
 

Fig.6 Simulation of 3D objects 
 
8. おわりに 

 本報告では, 粘弾性物体, 塑性物体およびレオロジー物体
を統一的にモデリングする手法を提案した. 我々は現在, レ
オロジー物体の高速変形計算を目的とし, FPGA を用いた三
要素モデルの並列計算回路の開発を進めている. 今後は, 今
回提案した手法を用いることで, 同一の計算回路による粘弾
性物体および塑性物体の高速変形計算を目指す.  
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仮想レオロジー物体の変形シミュレーション

Deformation Simulation in Virtual Rheological Objects
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Abstract : A physical modeling of virtual rheological objects is presented. Objects
showing rheological nature involve food and biological tissues while no systematic approach
to build their virtual objects can be found. In this report, we will construct a physical model
of 2D/3D rheological objects.
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1. はじめに
仮想空間を構築するときには，現実世界に存在する

様々な特性を有する物体を構築する必要がある．粘弾
性物体や塑性物体に関しては，仮想物体を構築する手
法が提案されている [1, 2]．一方，食品や生体組織など，
レオロジー的変形特性を有する物体に関しては，仮想
物体を構築する手法は確立していない．レオロジー物
体とは，戻り変位と残留変位を有する柔軟物であり，
多様な変形特性を示す．本報告では，仮想レオロジー
物体を構築するために，レオロジー物体のモデリング
手法と変形計算手法を提案する．

2. レオロジー物体
図 1-(a)に示す初期形状を有する物体に外力を作用

させると，図 1-(b)に示すように変形すると仮定する．
粘弾性物体では，図 1-(c)に示すように，外力を解放し
たときの形状が初期形状に一致する．すなわち，戻り
変位があり，残留変位はない．塑性物体では，図 1-(d)
に示すように，外力を解放したときの形状が変形形状
に一致する．すなわち，残留変位があり，戻り変位は
ない．図 1-(e)に示すように，戻り変位と残留変位の
両方を有する物体を，レオロジー物体とよぶ．食品や
生体組織は，レオロジー物体に分類される．
三角形要素あるいは四面体要素を組み合わせて，二

次元あるいは三次元形状を表す．各要素の頂点に質点
を，稜線にレオロジー要素を配置することにより，レ
オロジー物体の変形過程を表すことができる．した
がって，物体モデルは，質点の集合と質点を結ぶレオ
ロジー要素の集合から構成される．質点に順次番号を
付し，第 i質点を Piで表す．また，レオロジー要素に
順次番号を付し，第 k要素を Ek で表す．レオロジー
要素 Ekは，両端の質点番号を属性として含む．両端
の一方をレオロジー要素の始点，他方を終点とよぶ．
仮想レオロジー物体の運動方程式を導く．図 2に示

すように，質点 Piと Pj が三要素モデルEkで接続さ
れている．ただし，始点を Pi，終点をPjとする．質点

Piの位置をxi，速度を vi，質量をmiで表す．レオロ
ジー要素の長さを lkとし，フォークト部の長さを aklk
とする．このとき，ダンパー部の長さは (1− ak)lk で
与えられる．また，フォークト部の自然長を Lk で表
す．図 2に示す力学系の状態変数は，xi, vi, xj, vj, ak

である．フォークト部の伸びは aklk −Lk に等しいの
で，三要素モデル Ekがフォークト部に与える力の大
きさ fk は，

fk = −k1{aklk − Lk} − c1{ȧklk + ak l̇k} (1)

である．ダンパー部の長さは (1−ak)lk に等しいので，
三要素モデルがダンパー部に与える力は，

fk = −c2{−ȧklk + (1 − ak)l̇k} (2)

である．フォークト部に作用する力とダンパー部に作
用する力は等しいので，

ȧk =
−k1{aklk − Lk} − {c1ak − c2(1 − ak)}l̇k

(c1 + c2)lk
(3)

が得られる．レオロジー部の長さ lkは，次式を満たす．

l2k = (xi − xj) · (xi − xj). (4)

(a) natural shape (b) deformed shape

(c) viscoelastic (d) plastic (e) rheological

図 1: 粘弾性物体，塑性物体，レオロジー物体
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図 2: 三要素モデル

上式を時間微分すると

˙lk =
(xi − xj) · (vi − vj)

lk
. (5)

したがって，三要素モデル Ek が始点 Pi に与える力
は fkek であり，終点 Pj に与える力は−fkek である．
ここで，ek は，始点から終点に向かう単位ベクトル
であり，次式で与えられる．

ek =
xj − xi

lk
. (6)

質点 Piを始点とする三要素モデルの集合をRi，質
点 Pi を終点とする三要素モデルの集合を Si で表す．
このとき，集合Riに含まれる三要素モデルEkが，質
点 Pi に加える力は fkek に一致する．また，集合 Si

に含まれる三要素モデル Ek が，質点 Pi に加える力
は −fkekに一致する．したがって，質点 Piの運動方
程式は，

miv̇i =
∑

k∈Ri

fkek −
∑
k∈Si

fkek + F ext
i (7)

と表される．ここで F ext
i は，質点 Piに作用する外力

である．結局，物体モデルの運動方程式は，(3)(7)式
で与えられる．したがって，運動方程式の解を数値的
に計算することにより，仮想レオロジー物体の変形を
求めることができる．

3. 位相保持
物体モデルにおいて，変形を正確に計算するため

には，質点どうしの位相的な接続関係が保たれなくて
はならない．しかしながら，離散時間で変形を計算す
るときには，位相的な接続関係が崩れ，変形計算に失
敗することがたびたび生じる．そこで本節では，物体
モデルにおいて，位相的な接続関係を保つ手法を検討
する．
二次元物体モデルにおいて位相的な接続関係が崩れ

るのは，図 3-(a),(b)に示すような鏡像どうしを区別
できないことに起因する．そこで，鏡像どうしが区別
できるように，個々の稜線に向きを付ける．稜線に向
きが定義されているので，図 3に示すように，三角要
素の格子点 Pk と稜線 PiPj との間に，符号付距離を
定義することができる．稜線 PiPj に垂直で，自然状
態における Pk を向く単位ベクトルを nk

ij，稜線 PiPj

と格子点 Pk との符号付き距離を dk
ij とする．位相的

な接続関係を保つためには，符号付き距離 dk
ij の値が

小さくなったとき，質点 Pk に稜線から離れる方向の
力を作用させればよい．本報告では，このような力が

Pk

Pi

Pj

n i,j
k

d i,j
k > 0

Pk

Pi

Pj

d i,j
k < 0

(a) positive (b) negative

図 3: 頂点と稜線の符号付き距離

仮想的なフォークト要素により生成されると考え，以
下に示す人工的な力を導入する．

fk
ij =

{
 (dk

ij > ε)

{−K(dk
ij − ε) − Cḋk

ij}nk
ij (dk

ij ≤ ε)
(8)

ここで，K, Cはフォークト部の弾性係数，粘性係数，
εは微小な正の定数である．符号付き距離 dk

ij が閾値
εより小さくなったとき，仮想的なフォークト要素が
生成する力により，質点 Pk は稜線 PiPj より離れる
方向に動く．なお，三次元物体モデルにおいては，四
面体要素の頂点と対向する三角形との間で，同様の符
号付き距離が定義でき，上述の議論を適用することが
できる．
位相的な接続関係が崩れる原因で，レオロジー要素

特有の問題として，フォークト部とダンパー部の長さ
の比率がある．フォークト部の長さの比率は，ak で
与えられる．変数 ak は，条件 0 ≤ ak ≤ 1を満たさな
くてはならない．しかしながら，計算過程において，
この条件が満たされなくなり，位相的な接続関係がた
びたび崩れる．そこで本報告では，フォークト部の長
さ比率の許される最小値を amin，最大値を amaxで表
し，変数 ak に対して制約条件

amin ≤ ak ≤ amax (9)

を課す．計算過程で akの値が aminを下回ったときに
は，akの値を aminとする．また，ak の値が amaxを
越えたときには，ak の値を amaxとする．

4. 力依存型非線形ダンパー
レオロジー要素は，残留変位を表すために，独立の

粘性要素を含んでいる．通常の三要素モデルでは，独
立の粘性要素を線形ダンパーで表す．しかしながら，

(a) 0 (b) 5

(c) 10 (d) 20

図 4: 線形ダンパー



(a) 0 (b) 5

(c) 10 (d) 20

図 5: 力依存型非線形ダンパー

(a) 5 (b) 10

(c) 15 (d) 20

図 6: 重力なし

(a) 5 (b) 10

(c) 15 (d) 20

図 7: 重力あり

線形ダンパーにおいては，力が作用し続ける限り，変
位が増加あるいは減少し続ける．この性質は，重力を
導入する障害になる．すなわち，質点に重力が作用し
続ける限り，レオロジー要素が変形し，結果として物
体の形状が崩れてしまう．図 4に，線形ダンパーを含
む三要素モデルから構成される物体モデルに対して，
変形過程を計算した例を示す．図に示すように，重力
が作用している限り物体が変形し，形状が崩れる．そ
こで，本報告では，独立の粘性要素に，力依存型非線
形ダンパーを導入する．力依存型非線形ダンパーでは，
ダンパーに作用する力の大きさ f に応じて，ダンパー
の粘性係数が変化する．重力下で物体の形状を保つた
めには，ダンパーに作用する力が小さいときに，ダン

(a) initial (b) final

図 8: 粘弾性物体のモデリング

(a) initial (b) final

図 9: 塑性物体のモデリング

パーの粘性係数を大きくし，変形が進まないようにす
ればよい．本報告では，力依存型非線形ダンパーの粘
性係数を，次式で与える．

c2 =




cmax (f ≤ f1)

Ae−Bf (f1 ≤ f ≤ f2)

cmin (f ≥ f2)

ここで，f1, f2, A, Bは定数であり，cmax = Ae−Bf1，
cmin = Ae−Bf2 を満たす．力依存型非線形ダンパー
を含む三要素モデルから構成される物体モデルに対し
て，変形過程を計算した例を図 5に示す．図より，重
力下で変形形状が安定に保たれていることがわかる．
力依存型非線形ダンパーを導入することにより，重

力に代表される物体力の有無にかかわらず，変形形状
を安定に計算することができる．図 6，図 7は，テー
ブル上のレオロジー物体に外力を加えたときの挙動を
表す．図 6に示すように，重力が無い場合は，外力が
0になると物体とテーブル間に作用する反力でレオロ
ジー物体が上方に動く．一方，図 7に示すように，重
力が作用している場合は，テーブルから離れていた部
分が再びテーブルと接触する．

5. 粘弾性と塑性の表現
本報告で提案する手法を用いると，粘弾性物体から

塑性物体までを，統一的に表現することができる．粘
弾性は，レオロジー要素のフォークト部のみでモデリ
ングできる．フォークト部の比率 akには，(9)式に示
す制約が加えられている．したがって粘弾性は，amin

と amaxの値を，ともに 1に設定することにより表す
ことができる．粘弾性物体のモデリング例を，図 8に
示す．
塑性は，単一のダンパーで表すことができる．フォー

クト部の弾性係数 k1 の値を 0に設定することにより，
三要素モデルは直列接続された二つのダンパーに一致
する．フォークト部の粘性係数 c1 と非線形ダンパー
の粘性係数 c2 が直列に接続された場合，全体の粘性
係数は，c1c2/(c1 + c2)で与えられる．ただし，重力
下で物体の形状を保つためには，ダンパーに作用する
力が小さいときに，非線形ダンパーの挙動が支配的で
あることが望まれる．すなわち，c1 >> c2 が満たさ
れなくてはならない．また，この条件が満たされると



(a) 5 (b) 7.5

(c) 10.5 (d) 20

図 10: 二つの部分の衝突

きには，ダンパーに作用する力の大小にかかわらず，
非線形ダンパーの挙動が支配的である．以上の議論よ
り，塑性を表現するときには，

k1 = 0, c1 = cmax

と設定すればよい．塑性の特性は，非線形ダンパーの
パラメータ cmin と f2 の値を指定することにより表
す．塑性物体のモデリング例を，図 9に示す．

6. 衝突と摩擦の表現
レオロジー物体と他のレオロジー物体との衝突，あ

るいはレオロジー物体の二つの部分の衝突が生じると，
衝突部分に抗力が発生する．表面の頂点と稜線あるい
は表面の頂点と三角形の間で，(8)式と類似の人工力
を定めることより，抗力を表現することができる．二
次元モデルの場合，頂点と稜線の距離がある閾値以下
であり，かつ頂点から稜線に降ろした足が稜線上にあ
る場合，頂点と稜線にフォークト要素による力を作用
させる．三次元モデルの場合，頂点と三角形の間で，
同様の計算を行う．図 10に，衝突を考慮して物体変形
を計算した例を示す．図 10-(b)に示すように，力の作
用点近傍で，物体の左側部分と右側部分が衝突してい
る．しかしながら，図 10-(c),(d)に示すように，二つ
の部分が干渉することなく，変形が計算できているこ
とがわかる．また，図 11に，レオロジー物体上に剛体
を置いたときの挙動を計算した例を示す．剛体は，弾
性係数の値が大きい粘弾性物体として表す．これによ
り，二つのレオロジー物体の衝突として，挙動を計算
することができる．図に示すように，物体の変形が計
算されている．
物体どうしの衝突に起因する抗力を求めているの

で，動摩擦を計算することができる．動摩擦力の大き
さは，クーロン・アモントン則から計算する．動摩擦
力の方向は，頂点と稜線あるいは頂点と三角形の相対
速度より決定する．図 12に，動摩擦の有無による挙
動の違いを示す．この例では，大きいレオロジー物体
の上に小さい粘弾性物体を載せ，レオロジー物体の右
側に外力を下向きに作用させる．すると，粘弾性物体
が右向きに滑べる．粘弾性物体は，レオロジー物体と
してモデリングする．図 12(a)では，表面に摩擦が作
用しないので，粘弾性物体は，大きく滑べる．一方，
図 12(b)では，表面に摩擦が作用するので，粘弾性物
体は，少ししか滑べらない．動摩擦係数は 0.3と設定
した．このように，レオロジー物体間あるいはレオロ
ジー物体の部分間の動摩擦を表現することができる．

(a) 0 (b) 5

(c) 10 (d) 20

図 11: レオロジー物体上に剛体を置いたときの挙動

(a) frictionless surface (b) frictional surface

図 12: 動摩擦の有無による挙動の違い

(a) 0 (b) 5

(a) 10 (b) 20

図 13: 複数物体の衝突

提案する手法を用いると，図 13に示すように，複
数のレオロジー物体の衝突を表現することができる．

7. おわりに
本報告では，レオロジー物体のモデリング手法と変

形計算手法を提案した．提案する手法は，すでに三次
元に拡張した．今後は，1) 実物体からのモデル同定，
2) FPGAを用いた高速計算，3) 力覚提示装置との接
続を進める．
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Chapter 2

Particle-based Modeling of
Object Deformation

This chapter introduces particle-based modeling, which can describe 2D/3D
object deformation in a simple and intuitive manner. This particle-based
approach has developed in computer graphics [4, 5] to simulate 2D/3D object
deformation. In the particle-based modeling, an object is described by a set of
finite number of particles. The motion and the deformation of the object can
be sketched by the motion of individual particles. Specifying internal forces
among the particles characterizes the deformation of the object. Solving
motion equations of particles provides the motion and the deformation of
the object.

Section 2.1 describes deformation elements to formulate 1D object de-
formation. Elasticity and viscosity are briefly reviewed. Parallel and serial
connection among elastic and viscous elements are then introduced to for-
mulate viscoelastic, viscoplastic, and rheological deformations. Section 2.2
and 2.3 introduce particle-based modeling of 2D/3D object deformation.

2.1 Deformation Elements

2.1.1 Elasticity

Elasticity determines the relationship between force and displacement. We
can feel the hardness of a deformable object by pushing the object surface
by a finger and observing the surface displacement against the applied force.
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Figure 2.1: Connection of elastic elements

For example, pushing the surface of a hard aluminum plate yields little dis-
placement while a soft sponge is deformed much by the equally applied force.
Generally, the relationship is nonlinear and time-variant. In the formulation
of object deformation, we often assume an ideal relationship: linear and time-
invariant elasticity, which is represented by a linear elastic element. Let d be
the extension of the element and f be the generated force along its extension.
Linear elastic element is then described as

f = kd

where constant k is referred to as elastic coefficient.
Let us investigate the force-extension relationship in a system of two

elastic elements connected in parallel illustrated in Figure 2.1-(a). Let f1

and f2 be two forces generated by the elastic elements specified by k1 and
k2: f1 = k1x and f2 = k2x. Force f is the sum of the two elastic forces: f =
f1+f2. Then, we have f = (k1+k2)x. This equation suggests that coefficient
k of an elastic element equivalent to the two elastic elements connected in
parallel is given by

k = k1 + k2.

Note that elastic coefficient k is larger than k1 and k2. Let us investigate the
force-extension relationship in a system of two elastic elements connected in
serial illustrated in Figure 2.1-(b). Let x1 and x2 be two extensions of the
two elastic elements: f = k1x1, and f = k2x2. Extension x is the sum of
the two extensions: x = x1 + x2. Then, we have x = (1/k1 + 1/k2)f . This
equation implies that the coefficient k of an elastic element equivalent to the
two elastic elements connected in serial satisfies the following equation:

1

k
=

1

k1
+

1

k2
.

Note that elastic coefficient k is smaller than k1 and k2.
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Figure 2.2: Connection of viscous elements

2.1.2 Viscosity

Viscosity determines the relationship between force and the rate of displace-
ment. We can examine our skin condition by pushing a skin by a finger
before releasing the pushing finger and observing the motion of skin surface
after the release. Surface of a healthy skin goes back to its natural position
quickly while surface of a swollen skin may go back slowly. This rate of dis-
placement comes from the viscosity of the skin. Generally, the relationship
is nonlinear and time-variant as well. We often assume an ideal relationship:
linear and time-invariant viscosity, which is represented by a linear viscous
element. Let d be the extension of the element and f be the generated force
along its extension. Linear elastic element is then described as

f = bḋ

where constant b is referred to as viscous coefficient.
Let us investigate the force-extension relationship in a system of two

viscous elements connected in parallel illustrated in Figure 2.2-(a). Two
viscous forces generated by the elements are given by f1 = b1ẋ and f2 = b2ẋ.
Thus, coefficient b of a viscous element equivalent to the two viscous elements
connected in parallel is given by

b = b1 + b2.

Note that viscous coefficient b is larger than b1 and b2. Let us investigate the
force-extension relationship in a system of two viscous elements connected in
serial illustrated in Figure 2.2-(b). Two extensions of the viscous elements
satisfy f = b1ẋ1 and f = b2ẋ2. Thus, coefficient b of a viscous element
equivalent to the two viscous elements connected in serial is given by the
following equation:

1

b
=

1

b1
+

1

b2
.
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Note that viscous coefficient b is smaller than b1 and b2.

2.1.3 Voigt model

Voigt model describes viscoelastic deformation of an object. Voigt model
consists of an elastic element and a viscous element connected in parallel,
as illustrated in Figure 2.3. Let d be the extension of the model and f be
the generated force along its extension. Assuming that the elastic and the
viscous elements are linear, we have

f = kd + bḋ (2.1)

where constants k and b are denote the elastic and viscous coefficients.
Let us formulate the motion of four particles P0 through P3 on a line

connected by three deformation elements E0 through E2 illustrated in Figure
2.4. Particle P0 is fixed to space and an external force f ext(t) is applied to
particle P3. Let u0 through u3 be the displacements of particles P0 through
P3. Then, extensions of elements E0 through E2 are given by d0 = u1 − u0,
d1 = u2 − u1, and d2 = u3 − u2. Let f0 through f2 be forces generated by
elements E0 through E2 along their extensions. Each element applies its force
in the positive direction to its left particle and in the negative direction to
its right particle. Thus, motion equations of the particles are described as
follows:

mü0 = f0 + λ(t)
mü1 = f1 − f0

mü2 = f2 − f1

mü3 = −f2 + f ext(t)

(2.2)

where λ(t) represents the constraint force corresponding to a geometric con-
straint u0 = 0, which is imposed on particle P0. Applying the constraint
stabilization method (see Appendix D) to the geometric constraint yields

ü0 + 2ωu̇0 + ω2u0 = 0 (2.3)

where ω denotes a predetermined angular frequency. Solving the above five
differential equations, we obtain five functions u0(t) through u3(t) and λ(t).

Assuming that E0 through E2 are formulated as a Voigt element with
elastic coefficient k and viscous coefficient b, forces f0 through f2 are described

42



k

b

Figure 2.3: Voigt model
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f0 f 0- f1 f 1- f2 f 2- f ext

Figure 2.4: Four particles connected by three elements
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Figure 2.5: Motion of four particles connected by Voigt models

43



as follows:

f0 = kd0 + bḋ0 = k(u1 − u0) + b(u̇1 − u̇0),

f1 = kd1 + bḋ1 = k(u2 − u1) + b(u̇2 − u̇1), (2.4)

f2 = kd2 + bḋ2 = k(u3 − u2) + b(u̇3 − u̇2).

Solving a set of differential equations (2.2) and (2.3) under a set of forces
given in (2.4), we obtain five functions u0(t) through u3(t) and λ(t). Figure
2.5 shows two examples of the computation. The external force f ext(t) is
equal to 1 at t ∈ [0, 20] while vanishes thereafter. Parameters are m = 1,
b = 6, and k = 2 in Figure 2.5-(a) while m = 1, b = 2, and k = 2 in
Figure 2.5-(b). Displacement of each particle converges to a constant as long
as a constant external force is applied. This displacement is determined by
the elastic coefficient and the magnitude of the external force. For example,
during time period [0, 20], displacement u1 converges to 0.5, which is equal
to the magnitude of force divided by the elastic constant 2. Recall that the
equivalent elastic coefficient between P0 and P2 is given by 2/2, yielding
that displacement u2 converges to 1, which is equal to the magnitude of
force divided by the equivalent elastic constant. Since the equivalent elastic
coefficient between P0 and P3 is given by 2/3, displacement u3 converges to
1.5 during the time period.

2.1.4 Maxwell model

Maxwell model describes viscoplastic deformation of an object. Maxwell
model consists of an elastic element and a viscous element connected in se-
rial, as illustrated in Figure 2.6. Let d be the extension of the model and
f be the generated force along its extension. Let dela and dvis be extensions
of the elastic and the viscous elements. Assuming that the elastic and the
viscous elements are linear, we have

d = dela + dvis,

f = kdela, (2.5)

f = bḋvis

where constants k and b denote the elastic and the viscous coefficients. Elim-
inating dvis yields

f = kdela, (2.6)

ḋela = −Adela + ḋ (2.7)
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Figure 2.6: Maxwell model
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Figure 2.7: Motion of four particles connected by Maxwell models

where A = k/b is a positive constant. The former specifies the force generated
by the element. The latter provides a differential equation that a system
variable dela must satisfy.

Let us formulate the motion of four particles P0 through P3 on a line
connected by three deformation elements E0 through E2 illustrated in Figure
2.4. Assuming that E0 through E2 are formulated as a Maxwell element
with elastic coefficient k and viscous coefficient b, forces f0 through f2 are
described as follows:

f0 = kdela
0 , f1 = kdela

1 , f2 = kdela
2 , (2.8)

where variables dela
0 through dela

2 satisfy the following differential equations:

ḋela
0 = −Adela

0 + ḋ0 = −Adela
0 + (u̇1 − u̇0),

ḋela
1 = −Adela

1 + ḋ1 = −Adela
1 + (u̇2 − u̇1), (2.9)

ḋela
2 = −Adela

2 + ḋ2 = −Adela
2 + (u̇3 − u̇2).

Solving a set of differential equations (2.2), (2.3), and (2.9) under a set of
forces given in (2.8), we obtain eight functions u0(t) through u3(t), dela

0 (t)
through dela

2 (t), and λ(t). Figure 2.7 shows two examples of the computation.
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Figure 2.8: Maxwell model with slider

The external force f ext(t) is equal to 1 at t ∈ [0, 20] while vanishes thereafter.
Parameters are m = 1, b = 40, and k = 60 in Figure 2.7-(a) while m = 1,
b = 40, and k = 10 in Figure 2.7-(b). The rate of displacement of each
particle converges to a constant as long as a constant external force is applied.
This rate is determined by the viscous coefficient and the magnitude of the
external force. For example, during time period [0, 20], rate u̇1 converges
to 0.025, which is equal to the magnitude of force divided by the viscous
constant 40. Recall that the equivalent viscous coefficient between P0 and
P2 is given by 40/2, yielding that rate u̇2 converges to 0.050, which is equal
to the magnitude of force divided by the equivalent viscous constant. Since
the equivalent viscous coefficient between P0 and P3 is given by 40/3, rate
u̇3 converges to 0.075 during the time period.

Maxwell model with slider The viscous element of a Maxwell model can
extend until an applied force is removed. To avoid such limitless extension, we
attach a slider to the viscous element, as illustrated in Figure 2.8. A slider
allows the extension of the viscous element while a condition is satisfied.
The slider prohibits the extension once the condition is broken. Generally,
the third equation of eq.(2.5), which characterizes the motion of the viscous
element, is replaced by the following equation:

bḋvis =

{
f if a condition is satisfied
0 otherwise

(2.10)

Eliminating dvis yields

if a condition is satisfied

{
f = kdela,

ḋela = ḋ − Adela.
(2.11)

otherwise

{
f = kdela,

ḋela = ḋ.
(2.12)
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Note that b → ∞ yields A → 0, converting eq.(2.11) into eq.(2.12).
Let l be the length of a Maxwell model with a slider and lela be the length

of its elastic element. A simple condition for the slider restricts the length of
the elastic element:

0 ≤ lela ≤ l.

Generally,

aminl ≤ lela ≤ amaxl

where amin and amax are constants not less than 0 and not more than 1.
These parameters define the possible minimum and maxmimum values of
ratio lela/l. Let linit be the initial length of the element and lelainit be the initial
length of its elastic element. The above condition can be rewritten as follows:

amin(linit + d) ≤ lelainit + dela ≤ amax(linit + d).

A viscous element with a slider stops extending when it reaches length thresh-
olds determined by amin and amax, even though an external force may still be
there.

2.1.5 Three-element model

Three-element model describes viscoelastic and viscoplastic deformation of
an object, which is referred to as rheological deformation. Three-element
model consists of a Voigt element and a viscous element connected in serial,
as illustrated in Figure 2.9. Let d be the extension of the model and f be the
generated force along its extension. Let dvoigt and dvis be extensions of the
Voigt and the viscous elements. Assuming that the elastic and the viscous
elements are linear, we have

d = dvoigt + dvis,

f = kdvoigt + bḋvoigt, (2.13)

f = b′ḋvis

where constant k represents an elastic coefficient and constants b and b′

denote viscous coefficients. Eliminating dvis yields

f = B
(
kdvoigt + bḋ

)
, (2.14)

ḋvoigt = −Advoigt + Bḋ (2.15)
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Figure 2.10: Motion of four particles connected by three-element models

where A = k/(b + b′) and B = b′/(b + b′) are positive constants. The former
specifies the force generated by the element. The latter provides a differential
equation that a system variable dvoigt must satisfy.

Let us formulate the motion of four particles P0 through P3 on a line
connected by three deformation elements E0 through E2 illustrated in Figure
2.4. Assuming that E0 through E2 are formulated as a three element model
with elastic coefficient k and viscous coefficients b and b′, forces f0 through
f2 are described as follows:

f0 = B
{
kdvoigt

0 + bḋ0

}
= B

{
kdvoigt

0 + b(u̇1 − u̇0)
}

,

f1 = B
{
kdvoigt

1 + bḋ1

}
= B

{
kdvoigt

1 + b(u̇2 − u̇1)
}

, (2.16)

f2 = B
{
kdvoigt

2 + bḋ2

}
= B

{
kdvoigt

2 + b(u̇3 − u̇2)
}

,

where variables dvoigt
0 through dvoigt

2 satisfy the following differential equa-
tions:

ḋvoigt
0 = −Advoigt

0 + Bḋ0 = −Advoigt
0 + B(u̇1 − u̇0),
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Figure 2.11: Three-element model with slider

ḋvoigt
1 = −Advoigt

1 + Bḋ1 = −Advoigt
1 + B(u̇2 − u̇1), (2.17)

ḋvoigt
2 = −Advoigt

2 + Bḋ2 = −Advoigt
2 + B(u̇3 − u̇2).

Solving a set of differential equations (2.2), (2.3), and (2.17) under a set of
forces given in (2.16), we obtain eight functions u0(t) through u3(t), dvoigt

0 (t)
through dvoigt

2 (t), and λ(t). Figure 2.10 shows two examples of the compu-
tation. The external force f ext(t) is equal to 1 at t ∈ [0, 20] while vanishes
thereafter. Parameters are m = 1, b = 8, k = 2, and b′ = 40 in Figure
2.10-(a) while m = 1, b = 2, k = 2, and b′ = 40 in Figure 2.10-(b). Note
that a three-element model consists of the Voigt part, which is characterized
by k and b, and the viscous part, which is specified by b′. Both parts deform
while an external force is applied to the model. After the external force is
released, deformation of the Voigt part vanishes but the viscous part contains
its deformation. During time period [0, 20], the extension of each Voigt part
converges to 0.5, which is equal to f ext/k. Extension rate of each viscous
part converges to 1/40, which is equal to f ext/b′, implying that the extension
of the viscous part reaches to 0.5 during the time period. Consequently, the
extension of each three-element model is equal to the sum of the two exten-
sions, that is, 1.0 at time t = 20. Extension of each Voigt part is lost after
an external force is released at t = 20 but the extension of each viscous part
remains. As a result, the extension of each three-element model converges to
0.5 after an external force is released.

Three-element model with slider The viscous element of a three-element
model can extend until an applied force is removed. To avoid such limitless
extension, we use a three-element model with a slider illustrated in Figure
2.11. A slider allows the extension of the viscous element while a condition
is satisfied. The slider prohibits the extension once the condition is broken.
Generally, the third equation of eq.(2.13), which characterizes the motion of
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the viscous element, is replaced by the following equation:

b′ḋvis =

{
f if a condition is satisfied
0 otherwise

(2.18)

Eliminating dvis yields

if a condition is satisfied

⎧⎨
⎩

f = B
(
kdvoigt + bḋ

)
,

ḋvoigt = −Advoigt + Bḋ.
(2.19)

otherwise

⎧⎨
⎩ f = kdvoigt + bḋ,

ḋvoigt = ḋ.
(2.20)

Note that b′ → ∞ yields A → 0 and B → 1, converting eq.(2.19) into
eq.(2.20).

Let l be the length of a three-element model with a slider and lvoigt be
the length of its Voigt part. A simple condition for the slider restricts the
length of the Voigt part:

0 ≤ lvoigt ≤ l.

Generally,

aminl ≤ lvoigt ≤ amaxl

where amin and amax are constants not less than 0 and not more than 1.
These parameters define the possible minimum and maxmimum values of
ratio lvoigt/l. Let linit be the initial length of the element and lvoigtinit be the
initial length of its Voigt part. The above condition can be rewritten as
follows:

amin(linit + d) ≤ lvoigtinit + dvoigt ≤ amax(linit + d).

A viscous element with a slider stops extending when it reaches length thresh-
olds determined by amin and amax, even though an external force may still be
there.

2.1.6 Generalized Voigt model

Applying an external force to a deformable object and releasing the force
yield the free deformation of the object. Free deformation of a single Voigt
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model is basically determined by a single value k/b. Unfortunately, free
deformation of an actual object often shows different behavior, which cannot
be characterized by a single value of k/b. This behavior can be described by
a set of Voigt models connected in serial, which is referred to as generalized
Voigt model.

Let us formulate the generalized Voigt model illustrated in Figure 2.12.
This model consists of n Voigt elements. Let d be the extension of the gener-
alized Voigt model while di be the extension of the i-th element. Extensions
d and d1 through dn−1 are independent state variables. Extension dn is de-
pendently described by the state variables as follows:

dn = d − d1 − · · · − dn−1.

Let ki and bi be the elastic and viscous coefficients of the i-th Voigt element.
Noting that forces generated by individual elements are equal with each other,
we have

f = k1d1 + b1ḋ1,

f = k2d2 + b2ḋ2,
...

f = kndn + bnḋn

where f denotes the force generated by the generalized Voigt model. Dividing
the above equations by b1 through bn and summing up all equations yields

f =

(
k1

b1
d1 + · · ·+ kn−1

bn−1
dn−1

)
+

kn

bn
(d − d1 − · · · − dn−1) + ḋ

1

b1

+
1

b2

+ · · ·+ 1

bn

.

Note that using the above equation, force f can be computed from state
variables d1 through dn−1 and ḋ. This equation specifies the force generated
by a generalized Voigt model. State variables d1 through dn−1 satisfy the
following differential equations

ḋ1 = −k1

b1
d1 +

1

b1
f,

ḋ2 = −k2

b2
d2 +

1

b2
f,
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Figure 2.13: Free deformation of generalized Voigt model

...

ḋn−1 = −kn−1

bn−1
dn−1 +

1

bn−1
f.

Consequently, we can construct dynamic equations of particles connected by
generalized Voigt models.

Let us simulate the free deformation of a generalized Voigt model con-
necting a particle and a fixed wall. The model consists of three Voigt ele-
ments; of which elastic and viscous coefficients are given by k1/b1 = 1/10,
k2/b2 = 1/100, and k3/b3 = 1/1000. Mass of the particle is equal to 1. Ex-
ternal force applied to the particle is equal to 50 at t ∈ [0, 1] while vanishes
thereafter. Displacement of the particle is plotted in Figure 2.13-(a). Log-
arithm of the displacement is also plotted in Figure 2.13-(b). As plotted in
the figure, logarithm of the displacement can be approximated by three line
segments; each corresponds to one of three Voigt element.
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2.1.7 Generalized Maxwell model

While a constant deformation is exerted to an object, force generated by the
deformed object decreases. This phenomena is referred to as force relaxation.
Force relaxation of a single Maxwell model is basically determined by a single
value k/b. Unfortunately, force relaxation of an actual object often shows
different property, which cannot be characterized by a single value of k/b.
This property can be described by a set of Maxwell models connected in
parallel, which is referred to as generalized Maxwell model.

Let us formulate the generalized Maxwell model illustrated in Figure 2.14.
This model consists of n Maxwell elements. Let f be the force generated
by the generalized Voigt model and fi be the force generated by the i-th
element. Let ki and bi be the elastic and viscous coefficients of the i-th
Maxwell element. Let dela

1 through dela
n be extensions of elastic elements

specified by k1 through kn. Then, we have

f = k1d
ela
1 + k2d

ela
2 + · · ·+ kndela

n .

Note that using the above equation, force f can be computed from state
variables dela

1 through dela
n . This equation specifies the force generated by a

generalized Maxwell model. Noting that the rate of extension in individual
elements are equal with each other, we have

ḋela
1 = −k1

b1

dela
1 + ḋ,

ḋela
2 = −k2

b2
dela

2 + ḋ,

...

ḋela
n = −kn

bn
dela

n + ḋ

where ḋ denotes the rate of extension of the generalized Maxwell model. The
above equations provide a set of differential equations that state variables dela

1

through dela
n must satisfy. Consequently, we can construct dynamic equations

of particles connected by generalized Maxwell models.
Let us simulate the force relaxation of a generalized Maxwell model con-

necting a particle and a fixed wall. The model consists of three Maxwell
elements; of which elastic and viscous coefficients are given by k1/b1 = 1/10,
k2/b2 = 1/100, and k3/b3 = 1/1000. Mass of the particle is equal to 1. The
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Figure 2.15: Force relaxation of generalized Maxwell model

particle is forced to move toward the wall by displacement 1. Force applied
to the particle is plotted in Figure 2.15-(a). Logarithm of the force is also
plotted in Figure 2.15-(b). As plotted in the figure, logarithm of the force
can be approximated by three line segments; each corresponds to one of three
Maxwell element.
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2.2 Particle-Based Modeling of 2D Object De-

formation

2.2.1 Geometric description of 2D object

This section describes geometric description of a 2D object for its particle-
based modeling. Any 2D shape can be approximated by a set of triangles.
Each triangle consists of three particles and three edges. Each edge connects
two particles; one is referred to as the starting particle of the edge while the
other is referred to as its end particle. This implies that each edge is directed
from the starting particle to the end particle. Figure 2.16 shows a simple 2D
object. This object consists of 4 particles, 5 edges, and 2 triangles. Table
2.1 provides the geometric description of the object. The starting and end
particles are specified for each edge. Let us trace the contour of a triangle
counterclockwise. Some edges are in the positive direction during the tracing
while the others are in the negative direction. The former is denoted by
symbol + and the latter is expressed by symbol − in the table.

P0 P1

P2 P3
E4

E0

E1

E2

E3

T1

T0

Figure 2.16: Example of 2D object

Let us formulate the extension of each edge and its time rate of change.
Let Pi and Pj be the starting and end particles of edge Ea. Let xi(t) =
[xi, yi]

T be the position of particle Pi and vi(t) = [vix, viy] be its velocity at
time t. Let xinit

i = [xinit
i , yinit

i ]T be the natural position of particle Pi. Note
that the natural position xinit

i is constant. Let la denote the current length
of edge Ea and linit

a be its natural length, which are described as

la = {(xi − xj) · (xi − xj)}
1
2 , (2.21)

linit
a =

{
(xinit

i − xinit
j ) · (xinit

i − xinit
j )

} 1
2 . (2.22)
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Table 2.1: Description of 2D object by a set of triangles

edge starting particle end particle
E0 P0 P1

E1 P2 P0

E2 P0 P3

E3 P1 P3

E4 P2 P3

triangle edges
T0 E0 + E3 − E2 −
T1 E2 + E4 − E1 +

Note that length linit
a is constant. Extension of edge Ea at time t is simply

described as follows:
da = la − linit

a . (2.23)

Differentiating the above equations with respect to time yields the time rate
of change of extension da:

ḋa = (vi − vj) · ea (2.24)

where ea denotes the unit vector from the starting particle to the end particle,
which is given by

ea =
xi − xj

la
. (2.25)

Let us formulate the signed area of each triangle and its time rate of
change. Let Pi, Pj , and Pk be the particles of triangle Tp. The area is
positive if the triangular loop is counter clockwise while is negative if the
loop is clockwise. The signed area of �OPiPj is formulated as

�OPiPj =
1

2

∣∣∣∣∣ xi xj

yi yj

∣∣∣∣∣ .
Let Sp be the signed area of triangle Tp, which is given as follows:

Sp = �OPiPj + �OPjPk + �OPkPi.

Differentiating the above equations with respect to time yields the time rate
of change of extension Sp:

Ṡp =
d

dt
�OPiPj +

d

dt
�OPjPk +

d

dt
�OPkPi
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where

d

dt
�OPiPj =

1

2

∣∣∣∣∣ vix xj

viy yj

∣∣∣∣∣+ 1

2

∣∣∣∣∣ xi vjx

yi vjy

∣∣∣∣∣ .

2.2.2 Truss model

Let us attach deformation elements to individual edges in a 2D object shape.
This model is referred to to a truss model. We can formulate forces caused by
the attached deformation elements and derive dynamic equations of particles,
implying that we can sketch the object deformation by solving the dynamic
equations. This section describes the 2D truss model of a deformable object.

Let us formulate a set of dynamic equations of particles P0 through P3

in a 2D object shown in Figure 2.16. Particle P0 is fixed to space and an
external force f ext(t) is applied to particle P3. Let mi be the mass of particle
Pi. Deformation elements are attached to individual edges. Let fa be the
magnitude of force generated by the deformation element corresponding to
edge Ea along its extension. Then, the deformation element applies force
faea to the starting particle of the edge and force −faea to its end particle.
As a result, we have the following dynamic equations of particles:

m0ü0 = f0e0 −f1e1 +f2e2 +λ(t)
m1ü1 = −f0e0 +f3e3

m2ü2 = f1e1 +f4e4

m3ü3 = −f2e2 −f3e3 −f4e4 +f ext(t)

(2.26)

where λ(t) represents the constraint force corresponding to a geometric con-
straint u0 = 0, which is imposed on particle P0. Applying the constraint
stabilization method (see Appendix D) to the geometric constraint yields

ü0 + 2ωu̇0 + ω2u0 = 0 (2.27)

where ω denotes a predetermined angular frequency. Solving the above five
differential equations, we obtain five functions u0(t) through u3(t) and λ(t).

Voigt model

Let us attach a Voigt model specified by elastic coefficient k and viscous
coefficient b to all edges. Force fa is then simply described as fa = kda + bḋa.
Substituting f0 = kd0 + bḋ0 through f4 = kd4 + bḋ4 into eq.(2.26), we have
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Figure 2.17: Computation of 2D Voigt deformation

four differential equations of the second order with respect to u0 through
u3. Solving the four differential equations with eq.(2.27), we can obtain u0

through u3 and λ to sketch the 2D Voigt deformation.
Figure 2.17 demonstrates 2D Voigt deformation. An elastic object on a

flat table is deformed by a rigid bar. The rigid bar moves downward during
the first 10s and moves upward during the next 10s. The elastic object
is described by a set of 16 × 6 squares, each of which is divided into two
triangles. Elastic and viscous coefficients of the Voigt model are given by
k = 1.2 and b = 1.5. Total mass 30 is equally distributed to all 17 × 7
particles. All bottom particles of the elastic object are fixed to the table.
Topology maintenance forces (see Section 2.2.4) and volumatic forces (see
Section 2.2.5) are introduced to this simulation. As illustrated in the figure,
the simulation describes elastic nature of the object.
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Figure 2.18: Computation of 2D Maxwell deformation

Maxwell model

Let us attach a Maxwell model specified by elastic coefficient k and viscous
coefficient b to all edges. Let dela

a be the extension of the elastic element of
the Maxwell model on the a-th edge. Force fa is then described as fa = kdela

a

where A = k/b. Substituting f0 = kdela
0 through f4 = kdela

4 into eq.(2.26),
we have four differential equations of the second order with respect to u0

through u3. In addition, extension dela
a satisfies

ḋela
a = −Adela

a + ḋa.

Thus, we have five differential equations of the first order with respect to
dela

0 through dela
4 . Solving the four differential equations of the second order

and the five differential equations of the first order with eq.(2.27), we can
obtain u0 through u3, dela

0 through dela
4 , and λ to sketch the 2D Maxwell

deformation.
Figure 2.18 demonstrates 2D Maxwell deformation. Elastic and viscous

coefficients of the Maxwell model are given by k = 1.2 and b = 1.5. Total
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Figure 2.19: Computation of 2D three-element deformation

mass 30 is equally distributed to all particles. As illustrated in the figure,
the simulation describes viscoplastic nature of the object.

Three-element model

Let us attach a three-element model specified by elastic coefficient k and
viscous coefficients b and b′ to all edges. Let dela

a be the extension of the
elastic element of the Maxwell model on the a-th edge. Force fa is then
described as fa = B(kdvoigt

a + bḋa), where A = k/(b + b′) and B = b′/(b + b′).
Substituting f0 = B(kdvoigt

0 +bḋ0) through f4 = B(kdvoigt
4 +bḋ4) into eq.(2.26),

we have four differential equations of the second order. In addition, extension
dvoigt

a satisfies

ḋvoigt
a = −Advoigt

a + Bḋa.

Thus, we have five differential equations of the first order with respect to dvoigt
0

through dvoigt
4 . Solving the four differential equations of the second order and

60



the five differential equations of the first order with eq.(2.27), we can obtain
u0 through u3, dvoigt

0 through dvoigt
4 , and λ to sketch the 2D three-element

deformation.
Figure 2.19 demonstrates 2D three-element deformation. Elastic and vis-

cous coefficients of the Maxwell model are given by k = 1.2, b = 1.5, and
b′ = 15. Total mass 30 is equally distributed to all particles. As illustrated
in the figure, the simulation describes rheological nature of the object.

2.2.3 Internal forces among particles

Recall that a system of particles should conserve its linear momentum and
angular momentum as long as no external forces are applied to the system.
In other words, the sum of all internal forces and the sum of moments of all
internal forces must vanish. Consequently, we must satisfy these two condi-
tions in introducing internal forces to a particle-based model. Deformation
element attached to each individual edge applies a pair of forces to its start-
ing and end particles. These two forces, which are referred to as edge forces,
are internal.

Let us introduce a pair of forces applied to a particle and its opposite
edge. Let Pi be a particle and Ea be its opposite edge, of which starting and
end particles are denoted by Pj and Pk. Let f i,a be a force applied to particle
Pi by edge Ea. Then, its negative force −f i,a should be applied to edge Ea

at point P, where point P is the intersection point of a line including edge
Ea and another line that passes point Pi along directional vector f i,a. Force
−f i,a applied to edge Ea at point P can be equivalently split into two forces
applied to particles Pj and Pk. Consequently, the following three forces,
which are referred to as particle-edge forces, are applied to particles Pi, Pj ,
and Pk:

fpe
i,a; i = f i,a,

fpe
i,a; j =

β

α + β
(−f i,a),

fpe
i,a; k =

α

α + β
(−f i,a)

where α and β are signed distances given by α =
−→
PjP · ea and β =

−→
PPk · ea.

Since the sum of the three forces and the sum of their moments vanish,
particle-edge forces are internal as well.
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Figure 2.20: Particle-edge force

2.2.4 Topology maintenance force

Since the dynamic equations are solved numerically at discrete times, a tri-
angle in the particle-based model may reverse, resulting in failure of the
computation. Let us define a particle-edge force that avoids the reverse of
triangles in the model. Let us introduce vector na at edge Ea so that ea and
na form a right-handed coordinate system. Let Tp be a triangle consisting
of particle Pi and its opposite edge Ea. Let Pj and Pk be the starting and
end particles of the edge.

Assume that edge Ea is in positive direction along the triangle. Vector
na is the inward normal vector of edge Ea at the initial shape of an object,
as illustrated in Figure 2.21-(a-1). Thus, it is still the inward normal vector
while triangle Tp be consistent. Contrary, vector na turns to the outward
normal vector when triangle Tp reverses, as shown in Figure 2.21-(a-2). Let
us introduce a signed distance between particle Pi and edge Ea given by

di,a =
−→

PjPi · na. (2.28)

The signed distance is positive while triangle Tp is consistent but is negative
when the triangle reverses. In other words, when the signed distance falls
negative, particle Pi must be guided so that the signed distance increases.
Thus, we can introduce the following artificial force generated by a virtual
Voigt model between particle Pi and edge Ea to avoid the reverse of the
triangle:

f i,a =

{
0 (di,a ≥ 0)

{−Kdi,a − Cḋi,a}na (di,a < 0)
(2.29)
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Figure 2.21: Signed distance between particle and its opposite edge

where K and C denote elastic and viscous coefficients. When the signed
distance di,a drops negative, the above artificial force and its reaction force
are applied to particle Pi and edge Ea to increase the signed distance.

Assume that edge Ea is in negative direction along triangle Tp, as illus-
trated in Figure 2.21-(b-1). Vector na is the outward normal vector while
triangle Tp be consistent. Contrary, vector na turns to the inward normal
vector when triangle Tp reverses, as shown in Figure 2.21-(b-2). The signed
distance between particle Pi and edge Ea given by

di,a =
−→

PjPi · (−na) (2.30)

is positive while triangle Tp is consistent but is negative when the triangle
reverses. Thus, the following force avoids the reverse of the triangle:

f i,a =

{
0 (di,a ≥ 0)

{−Kdi,a − Cḋi,a}(−na) (di,a < 0)
. (2.31)
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Figure 2.22: Elastic deformation with/without topology maintenance forces

When the signed distance di,a drops negative, the above artificial force and
its reaction force are applied to particle Pi and edge Ea to increase the signed
distance.

Consequently, a set of particle-edge forces caused by force f i,a defined in
either eq.(2.29) or (2.31) prevents the reverse of triangles.

Figures 2.22-(a) and (b) demonstrate how topology maintenance forces
work. An elastic triangular object with k = 1.2 and b = 1.5 is deformed
by a rigid bar. Each figure shows the stationary shape of the elastic object
after its deformation. Topology maintenance forces are introduced in the
computation of Figure 2.22-(a) but not in Figure 2.22-(b). As shown in 2.22-
(a), the stationary shape coincides to the natural shape of the object. On
the other hand, shape shown in 2.22-(b) collapses, that is, triangles near the
contacting region reverse. This demonstrates that the topology maintenance
forces are requisite to prevent the reverse of triangles in a truss model.

2.2.5 Volumatic force

Let P be pressure inside triangle Tp, which consists of particles Pi, Pj , and
Pk. Let Ea, Eb, and Ec are opposite edges of the three particles. Pressure
P generates forces acting on the edges of the triangle. The force is applied
at the mid-point of an edge along its normal. The magnitude of the force
is proportional to the length of the edge. Thus, force applied to edge Ea is
given by P lan

out
a , where nout

a denotes the outward unit normal vector of edge
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Ea:

nout
a =

{
na edge Ea is in positive direction

−na edge Ea is in negative direction
.

This force can be equivalently split into two forces applied to particles Pj and
Pk; both forces are described as (1/2)P lan

out
i . Forces applied to edges Eb and

Ec are also described by P lbn
out
b and P lcn

out
c , which can be distributed to

their starting and end particles. Consequently, the following forces, which
are referred to as areal forces, are applied to particles Pi, Pj , and Pk:

f vol
p; i =

1

2
P
{
lbn

out
b + lcn

out
c

}
,

f vol
p; j =

1

2
P
{
lcn

out
c + lan

out
a

}
,

fvol
p; k =

1

2
P
{
lan

out
a + lbn

out
b

}
.

Note that the above three forces pass the center of circumcircle of triangle
Tp. Since the sum of the three forces and the sum of their moments vanish,
areal forces are internal.

Formulating pressure P characterizes the object deformation. Let S be
the current area of a triangle and S init be its initial area. Voigt formulation
of volumatic forces is given by

P = Kvol(S init − S) − CvolṠ

where Kvol and Cvol denote elastic and viscous coefficients of volumatic de-
formation.

2.2.6 Particle-edge connection in coarse-fine model

We can apply coarse-fine approach to the geometric description of a 2D ob-
ject. Figure 2.23 shows a simple 2D shape described by coarse-fine approach.
This description consists of differently sized two triangles. Triangle T0 con-
sists of three edges E0, E1, and E2. Edge E1 is connecting particles P1 and
P3. Triangle T0 consists of three edges P3, P4, and P5. Edge E3 is connecting
particles P3 and P2. Thus, we have the geometric description of the object
listed in Table 2.2.
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Figure 2.23: Example of coarse-fine description

Table 2.2: Coarse-fine description of 2D object by a set of triangles

edge starting particle end particle
E0 P0 P1

E1 P1 P3

E2 P3 P0

E3 P3 P2

E4 P2 P4

E5 P4 P3

triangle edges
T0 E0 + E1 + E2 +
T1 E3 + E4 + E5 +

In this description, particle P2 should be on edge E1 with an internal
ratio predetermined in the initial shape of the object. In general, coarse-fine
description of an object involves particles on edges. Each of the particles
should be connected to an internally dividing point on a corresponding edge.
Let particle Pi should be connected to an internally dividing point on edge
Ea in coarse-fine description of an object. Particle Pi may lose its coincidence
with the internally dividing point during the computation of the deformation.
Then, particle Pi should be guided to the internally dividing point. This
guidance can be performed by two artificial Voigt models of natural length
0 between the particle and the internally dividing point. One is parallel and
the other is perpendicular to the edge. Let Q be the internally dividing point.
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A particle-edge force to maintain particle Pi on internally dividing point Q
is then given as follows:

f i,a = {−Kdn − Cḋn}na + {−Kde − Cḋe}ea

where dn =
−→
QPi · na and de =

−→
QPi · ea are signed distances along unit

vectors na and ne. This artificial force and its reaction force are applied to
particle Pi and edge Ea to guide the particle to internally dividing point Q.
Consequently, a set of particle-edge forces caused by force f i,a defined in the
above equation conserves the coarse-fine description of an object.

2.3 Particle-Based Modeling of 3D Object De-

formation

Particle-based modeling can be extended to 3D deformation easily. Any 3D
shape is described by a set of tetrahedra. Each tetrahedron consists of four
particles, six edges, and four triangles.

Particle-edge forces in 2D deformation are extended to particle-triangle
forces in 3D deformation. Force and its reaction are applied to a particle and
its opposite triangle in a tetrahedron. Force applied to a triangle is equiv-
alently split into three forces applied to the particles of the triangle. Thus,
we can introduce topology maintenance forces in 3D deformation. Volumatic
forces can also be introduced to 3D deformation.

Figure 2.24 demonstrates the computation of 3D deformation. A rhelog-
ical food dough is formed by a rotating roller.

67



(a) 0s (b) 1s (c) 2s (d) 3s

(e) 4s (f) 5s (g) 6s (h) 7s

Figure 2.24: Forming process of dough
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第2章 FPGAによる仮想レオロジー
物体のリアルタイム変形計算

2.1 緒言
近年，手術シミュレータを筆頭とし,医療分野やエンターテイメント分野において，

リアルタイムでの物理シミュレーションが一般的なものとなりつつある．しかし, 多
くの場合，ハードウェアの演算能力が十分ではない．特に力覚提示を伴う場合には,

1000Hz以上のサンプリングレートでの計算が必要となり, 計算量が膨大な量となる
ことから, 複雑な物体の変形計算に難がある．また, 10,000Hzでの力覚提示も登場し
ており，特に弾性が高く硬い物体において，より安定で高品質な力覚提示を実現す
るためには, 1000Hzよりも高いサンプリングレートでの計算が必要であることが報
告されている [17]．
物体変形シミュレーションを高速化する手法として，汎用 CPUの代わりに専用

ハードウェアを用いる手法が考えられる．物体変形を高速に計算可能なハードウェ
アとして，DSP, ASIC, FPGA(Field Programmable Gate Array)が挙げられる．こ
の内，ASICと FPGAは，各演算回路が同時平行的に動作するため，本報告が対象
とするような並列性の高いアルゴリズムとの親和性が高く，計算の高速化に適する．
ただし，ASICは，量産には適するものの，マスク作成にかかるコストが高いため少
量生産には向かず，研究用途での製造は現実的ではない．それに対し，FPGAは回
路の組み替えが可能な汎用の LSIであり，LSIを製造することなく低コストで専用
ハードウェアを構築できる．また，回路を組みかえることで，物体変形モデルの変更
等によるアルゴリズムの変更に柔軟に対応することが可能である．そこで，レオロ
ジー物体のリアルタイム変形計算手法として，FPGAを用いた並列計算を提案する．
物理シミュレーションの分野では，天体の重力の計算に特化した計算機として，

FPGAを用いた天文シミュレーション計算機GRAPE-6が構築されており，銀河形
成シミュレーション等の各種天文シミュレーションに用いられている [6]．ただしこ
れは天体の計算に特化した計算機であり，物体の変形を扱うものではない．またこ
れはリアルタイムでの計算を目的としておらず，莫大な計算量を要するシミュレー
ションを実用的な処理時間で実行することに主眼を置いている．
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物体の変形を高速に計算することが可能なモデルとしては, 境界要素法 (BEM)が
提案されており [8, 9]，また，有限要素モデルで物体変形の計算を高速化する手法と
して, アダプティブメッシュの導入が提案されている [4]．しかし, これらの手法では,

物体が均一であるという仮定を前提としており, 手術シミュレータ等における生体組
織のモデリングに必要となりうる異方性のモデル化を考慮すると拡張性に難がある．
そこで, 本章では, FPGAを用いることで大規模な物体の変形をリアルタイムに計

算する手法を提案する．FPGAでの変形計算に用いる力学モデルについては，前章
で構築したモデルを用いる．物体変形のモデリングは，コンピュータグラフィック
スおよびバーチャルリアリティの分野において盛んに研究されているテーマである．
弾性物体の変形に関しては，初期の弾性理論の導入 [20, 21]を初めとして数々の研究
がなされている．レオロジー物体の力学モデルとしては，剛体運動と物体変形を組
み合わせたモデルが提案されている [22]．しかし，FPGAは複雑な計算には不向き
であり，多数回の単純な計算に適する．そこで本章では, よりシンプルなモデルとし
てバネ質点モデル [23]をベースに構築したレオロジー物体の動力学モデル [25]を用
いる．
本章では，計算ハードウェアおよび物体変形モデルの両面から，リアルタイム変

形シミュレーションの高度化を目指す．本研究は，力覚提示等の用途に応用できる
リアルタイム計算可能なレオロジー物体変形シミュレーション技術の高度化を共通
目的とする二つの研究テーマに大別される．柱となるテーマは，内部回路の組み換
えが可能な LSIであるFPGAを用いたレオロジー物体シミュレーションの高速化で
ある．

2.2 並列計算向きの変形計算アルゴリズム

2.2.1 レオロジー物体の定義

図 2.1-(a)に示す初期形状を有する物体に外力を作用させると，図 2.1-(b)に示す
ように変形すると仮定する．弾性物体では，図 2.1-(c) に示すように，外力を解放し
たときの形状が初期形状に一致する．外力を作用させた形状と外力解放後の形状と
の差を，戻り変位，初期形状と外力解放後の形状との差を残留変位とよぶ．弾性物
体では，戻り変位があり，残留変位はない．粘塑性物体では，図 2.1-(d)に示すよう
に，外力を解放したときの形状が変形形状に一致する．すなわち，粘塑性物体では，
残留変位があり，戻り変位はない．図 2.1-(e)に示すように，戻り変位と残留変位の
両方を有する物体を，本研究では, レオロジー物体と定義する．
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(a) natural shape (b) deformed shape

(c) elastic (d) viscoplastic (e) rheological

図 2.1: 弾性物体，粘塑性物体，レオロジー物体
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図 2.2: 三要素モデル

2.2.2 三要素モデル

レオロジー物体の性質を表現できる力学要素の内で最もシンプルなモデルとして,

三要素モデルが挙げられる．このモデルは図 2.2に示すように,戻り変位を持つフォー
クトモデルと残留変位を持つ単独のダンパを直列に接続したモデルである.

三要素モデルの定式化を行う．三要素モデルの長さおよび三要素モデルのフォーク
ト部の長さをそれぞれ l, lvoigtとし，フォークト部の粘性係数および弾性係数を k1, c1,

単独ダンパ部の粘性係数を c2とする．単独ダンパ部の長さ ldamperは，

ldamper = l − lvoigt (2.1)

で表される．フォークト部が発生する力 fvoigtおよび単独ダンパ部が発生する力 fは，

fvoigt = −k1(lvoigt − L) − c1l̇voigt, (2.2)

f = −c2 l̇damper (2.3)

となる．ここで，フォークト部に作用する力および単独ダンパ部にかかる力は等し
いことから，(2.2)式，(2.3)式より，フォークト部の長さの微分 l̇voigtに関する式が
導かれる．すなわち, 定数A = −k1/(c1 + c2)とB = c2/(c1 + c2) を導入すると,

l̇voigt = A (lvoigt − L) + Bl̇ (2.4)
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(a) initial

(b) deformed

(c) stationary

図 2.3: 三要素モデルによる粘弾性物体，粘塑性物体，レオロジー物体の変形シミュ
レーション

となる．
三要素モデルはフォークトモデル，マックスウェルモデル，単独のダンパを包含

するものであり，パラメータに応じて，それらの力学要素と同等の性質を表現する
ことができる．すなわち，完全弾性物体，レオロジー物体，粘塑性物体を連続的に
表現することが可能である．
三要素モデルを用いたレオロジー物体の変形シミュレーションの例を図 2.3に示

す. 図 2.3-(a)が初期状態，図 2.3-(b)が変形状態である．そして，図 2.3-(c)に示すよ
うに，外力解放後の変形形状が，弾性物体，レオロジー物体，粘塑性物体で異なる．
三要素モデルを用いることで，パラメータ k1, c1, c2に応じ, 弾性物体, レオロジー物
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図 2.4: 一般化フォークトモデル

体, 粘塑性物体の性質を連続的に表現することができる．

2.2.3 一般化フォークトモデル

レオロジー物体を包含し，さらに多様な柔軟物を扱うことのできるモデルとして
一般化フォークトモデルが挙げられる．
図 2.4が一般化フォークトモデルの模式図である．図中において，n番目のフォー

クト部のパラメータは，弾性係数 kn ，粘性係数 cnとする．また，システム変数と
して，n番目のフォークト部の変位∆εvoigt

n を用いる．モデル全体の変位を∆εとす
る．すなわち，

∆ε =
∑
n

εvoigt
n , (2.5)

∆̇ε =
∑
n

ε̇voigt
n (2.6)

である．
また，各フォークト部が発生する力は，全て同一であり，

f gv = −kn∆εvoigt
n − cnε̇voigt

n (2.7)

で表せる．(2.6)，(2.7)式より，システム変数の微分であるフォークト部変位速度 ε̇voigt
n

を消去すると，力 f gvは，

f gv =
−ε̇ −∑

n

kn

cn
∆εvoigt

n∑
n

1
cn

(2.8)

となる．また， (2.8)式で導出した f gvから，n 番目のフォークト部の変位速度 ε̇voigt
n

は，

ε̇voigt
n =

−f gv − kn∆εvoigt
n

cn
(2.9)

で表される．
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2.3 変形計算アルゴリズムのFPGA実相
FPGAを用いた仮想レオロジー物体変形計算ハードウェアを設計し，レオロジー

物体変形シミュレーションの高速化を実現した．本章では，今回構築した仮想レオ
ロジー物体変形計算システムについて述べる．

2.3.1 仮想レオロジー物体の変形モデル

FPGAは多数回の単純な繰り返し計算に適しており，これを効率的に演算するこ
とができる．しかし，複雑な計算には不向きであり，高速化に適さない．そこで，今
回はシンプルな物体変形モデルとして，質点を離散的に配置し，質点間を一次元的
な力学モデルで結ぶパーティクルベースモデルを用いた．また，レオロジー的性質
を表現するための力学モデルとして，前述の三要素モデルを用いた．二次元物体お
よび三次元物体は, 図 2.5に示すように, この三要素モデルを格子状に配置すること
で表現する．この格子は三角形または四面体の集合であり, 各頂点に質点を置き, そ
の質点間を結ぶ稜線に三要素モデルを配置し, 質点間を接続することで, 二次元もし
くは三次元のレオロジー物体の変形を表現する．
質点 Piを始点とする三要素モデルの集合をRi，質点 Piを終点とする三要素モデ

ルの集合を Siで表す．稜線に向きを付け，第 k稜線の始点から終点に向かう単位ベ
クトルを ekと表す．また，第 k稜線の三要素モデルの内力を fkとする．このとき，
集合Riに含まれる三要素モデルEkが，質点 Piに加える力は fkekに一致する．ま
た，集合Siに含まれる三要素モデルEkが，質点Piに加える力は−fkekに一致する．
したがって，質点 Piの運動方程式は，

miv̇i = fRi + fSi + F ext
i (2.10)

(a) 2D object (b) 3D object

図 2.5: トラス構造による形状表現の例
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となる．ただし, miは質点 iの質量，viは質点 iの速度，

fRi =
∑
k∈Ri

fkek, fSi = − ∑
k∈Si

fkek

であり, F ext
i は，質点Piに作用する外力である．物体モデルの運動方程式は，2.4)(2.10)

式で与えられる．仮想レオロジー物体の変形は，運動方程式を数値的に解くことに
よって計算する．本研究における回路では，オイラー法を用いて計算する．

2.3.2 計算回路の構成

本節では, システム全体の概要および, 仮想レオロジー物体変形計算回路の各モ
ジュールについて述べる．

システム構成

システムはPCとFPGA搭載PCIボードによって構成される．本研究では, FPGA

としてVirtex-II XC2V6000を用い, FPGA搭載PCIボードとして,東京エレクトンデ
バイス株式会社製のPC-BD-PCI2DVIを用いる．ただし, 他の FPGA搭載PCIボー
ドでもほぼ同一の回路を動作させることが可能であり,同様のシステムが構築できる．
変形シミュレーションの実行中，FPGAは単独で仮想レオロジー物体の変形計算

を行い, PC側では PCIバスを介して FPGAボードから画面表示のためのデータを
取得する．力覚提示デバイスをシステムに追加する場合, デバイスの制御はPC側で
行うことになる．ただし, 現行のPCIバスのデータ転送能力では, 1msごとに仮想物
体の全データをPC側に転送するのは困難である．そのため, 1msごとに転送するの
は力覚提示に必要な局所的な少数の点のみとする．グラフィック表示に必要な物体表
面全体の質点の座標データは, より低速な, 画面のリフレッシュレートに合わせて転
送すればよく, 33msをかけて転送する．

仮想レオロジー物体変形計算回路

FPGAに実装する物体変形計算回路は, ハードウェア記述言語VerilogHDLを用い
て設計した. 今回設計した回路の概要を図 2.6に示す.

回路は, i) 三要素モデル計算モジュール (Three-element model module;TEM), ii)

質点運動計算モジュール (mass particle module;MPM), iii) RAMモジュール, iv) PCI

コアの４つのブロックからなる. PCIコアは, PCIバスを介してPCと相互にデータ
転送を行うための回路であり, Xillinx社が提供する既存の回路を用いる.
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図 2.6: レオロジー物体変形計算回路概要

TEMは入力ポートから，第 k稜線の始点 Piの位置 xi(t)と速度 vi(t)ならびに終
点Pjの位置xj(t)と速度 vj(t)，稜線に対応する三要素モデルのフォークト部の長さ
lvoigtk (t)を取得し, 出力ポートに fk(t)ek(t) と lvoigtk (t + h)を出力する. ただし，ここ
で hはオイラー法における刻み時間である．力 fk(t)ek(t)は逐次, RAM module内に
蓄積されていき, TEMによる全ての三要素モデルの計算が終わると, 質点Piに作用
する内力ベクトルの総和 f sum

i (t) = fRi(t) + fSi(t)が得られる．
MPMは入力ポートから質点 Piに作用する力ベクトルの総和 f sum

i (t) + F ext
i およ

び, 質点Piの位置 xi(t)，速度 vi(t)を取得し, 出力ポートにxi(t + h)と vi(t + h)を
出力する.

すなわち, TEMとMPMを交互に動作させることで変形シミュレーションが進行
する．ただし，TEMとMPMを並列に動作させることはできない．今回の計算回路
は, 三要素モデル計算モード, 質点計算モード, PCIバスデータ転送モードの三つの
状態を遷移する．回路は全てパイプライン回路となっており, 計算に要する時間は,

質点の数と三要素モデルの数の合計に比例する．回路における数値の形式としては
16bit固定小数点を用い,この 16bitの内,符号部,整数部,小数部にそれぞれ 1bit, 7bit

および 8 bitを割り当てる.

TEM

TEMの詳細を図 2.7に示す．図中の回路 1では三要素モデルの両端に繋がる質点
Pi, Pj の相対位置 xrel

k (t) = xj(t) − xi(t)を計算する．回路 2では, 質点 Pi, Pj の相
対速度 vrel

k (t) = vj(t) − vi(t)を計算する．回路 3では, 三要素モデルの長さの逆数
linv
k (t)を求める．すなわち，

linv
k (t) =

1√
xrel

k (t) · xrel
k (t)

(2.11)
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図 2.7: 三要素モデル計算モジュール
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図 2.8: 質点運動計算モジュール

である．ここで含まれる平方根の演算には, CORDICアルゴリズムを用いる．回路
4では三要素モデルの単位方向ベクトル

ek(t) = linv
k (t)xrel

k (t) (2.12)

を求める．回路 5では稜線の長さの微分 l̇k(t) = ek(t) · vrel
k (t)を計算する．回路 6で

は, (1.5)式を用いて, フォークト部の長さの微分 l̇voigtk (t)を計算し, 回路 7では, (1.3)

式で示される三要素モデルの発生する力の大きさ fk(t)を計算する. 回路 8で, 三要
素モデルの発生する力ベクトルF k(t) = fk(t)ek(t) を求める．回路 9では次のステッ
プにおけるフォークト部の長さ lvoigtk (t + h)を求める．すなわち,

lvoigtk (t + h) = lvoigtk (t) + hl̇voigtk (t) (2.13)

を計算する．
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MPM

MPMの詳細を図 2.8に示す．MPMは運動方程式計算部と, 二つのオイラー法計
算モジュールで構成される．オイラー法モジュールは，質点に関するシステム変数
の微分, すなわち質点速度の微分 v̇iおよび質点位置の微分 ẋiを入力とする．今回，
全質点の質量は同じ値としており，その逆数minvを用いて, 速度の微分 v̇i(t)を,

v̇i = minvf
sum
i (2.14)

で計算する． また，位置の微分は ẋi(t) = vi(t)で求める．

RAM Module

RAM内の値に加算を行う場合には, 通常は読み出しと書き込みを交互に行う必要
があるが, 今回のBlock-RAMは二つのポートを同時に使用できるものとなっており,

二つのポートをそれぞれ, RAM内の値の読み込みと, それに加算した値の書き込み
に使用することで, RAM内の値への加算処理をパイプライン化することができる．
RAM module は, 三要素モデルおよび質点に関するパラメータおよび, 変数 xi, vi,

fRi, fSi, F ext
k , lvoigtk を保持する． RAM module は主にFPGA内蔵BlockRAMで構

成されており，三要素モデルの両端点に発生する力ベクトルを別々のBlockRAMに
蓄積し, 読み出し時に合計することで，質点Piに作用する力 fRiと fSiを求める．こ
れは同時に二つの質点のアドレスに対して, RAM内の値に加算処理を行うことがで
きないためである．

RAM moduleは最小構成において，30個のBlockRAMを要する．まず，BlockRAM

の容量は 16bit× 1024wordであるため，nm個の値の格納に必要なBlockRAMの個
数は nmr = [(nm − 1)/1024] + 1であり, 質点に関するデータである xi, vi, fRi, fSi

およびF ext
i を格納するのに必要なBlockRAMの数はそれぞれ 3nmrとなる. また, ne

個の値の格納に必要なBlockRAMの個数は ner = [(ne − 1)/1024] + 1であり, 三要素
モデルに関するデータである lvoigtk を格納するのに必要なBlockRAMの数は nerとな
る．また, 三要素モデルの両端に繋がる質点の番号を格納するのに必要なBlockRAM

の数は 2nerである．
結局, 仮想レオロジー物体の格納に必要なBlock RAMの総数 nbrは,

nbr = 15nmr + 3ner. (2.15)

となる．立方体状の物体において三要素モデルの総数は質点の総数の約５倍となる
ため, nerは nmrの５倍に設定する．したがって, nmr = 1である最小構成１セット分
のRAMは 30となる．また, 144個の内蔵BlockRAMを持つXC2V6000には，最大
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4セットのRAM moduleが格納できる.すなわち，4096個の質点データと 20480個
の三要素モデルのデータが格納可能である．
回路は 33MHzで動作するため一つ一つの BlockRAMは低速である．しかし，三

要素モデル計算モードと質点計算モードのそれぞれにおいて，BlockRAM計 15個の
各２ポートに同時にアクセスするため，バス幅 480bitの信号線が常時稼動し，ロス
のない 1.98Gbyte/秒でのデータ転送が行われる．

2.3.3 誤差の抑制

今回の回路には, 固定小数点を用いているため, 正常にシミュレーションを行うた
めには計算誤差の抑制が一つの課題となる．仮想物体変形シミュレーション特有の問
題として, オイラー法における刻み時間の演算がある．たとえば，サンプリングレー
ト 1000Hzの力覚提示を想定すると, 刻み時間 hは 0.001という, 小さな値となるた
め, 本研究で用いる 16bit固定小数点ではオイラー法の計算誤差がクリティカルな影
響を生じ, 正常にシミュレーションを行うことができない．そこで誤差を抑制するた
めに, スケーリング, 丸め処理を導入するとともに, 静的に小数点位置を最適化する．

スケーリング

固定小数点における計算精度を向上するために, 一般に知られる単位別スケーリン
グ法を用いる．オイラー法の刻み時間の値には, 一般にミリ秒単位の小さな値を用い
るため, 誤差の要因になりやすい．前述のように，オイラー法の刻み時間 hを 0.001

としたとき, これは小数部 8bit の固定小数点で表現可能な最小値を下回っているた
め, 固定小数点に変換することができない．そこで本研究では時間に対して, 単位の
変換を行う．すなわち, 単位の変換のための変換係数を r とおき, 時間の単位 sを, rs

に変換する．これに伴い, 各種物理量は表 2.1に示す単位となる．これにより, rの値
を 0.1と選ぶと，刻み時間 0.001は，16bit固定小数点で+0000000.00000010と表さ
れる．すなわち，刻み時間を固定小数点に変換することが可能となる．

丸め処理

丸め処理を行わずに演算を行うと, 出力結果から端数が切り捨てられるため, 出力
値が負方向に偏るという問題が発生する．仮想物体の変形シミュレーションでは, オ
イラー法計算においてその影響が如実に現れ, 物体が際限なく負方向に変形し続ける
という問題が発生する．そこで, これを改善するために演算結果の端数に対する丸め
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表 2.1: 単位変換表
s rs

Time: t[s] t/r[rs]

Elasticity: k[kg/s2] kr2[kg/rs2]

Viscocity: c[kg/s] cr[kg/rs]

Force: f [kgm/s2] fr2[kgm/rs2]

Velocity: v[m/s] vr[m/rs]

Multiplier
Vb 16bit(8)

Ca 16bit(w) C 

32bit(8+w) Shifter

(w bit)

Q 

16bit(8)

図 2.9: 固定小数点位置を最適化した定数乗算回路

処理を導入する．
丸め処理としては, 四捨五入丸めや JIS丸め等の手法が存在する．四捨五入丸めに

おいて 0.5などの中間値を丸める際に発生する統計的偏りを抑制したものが JIS 丸
めである．JIS丸めは四捨五入丸めよりも高精度であるが, 本研究では回路規模と精
度の兼ね合いから四捨五入丸めを採用する．オイラー法の乗算部に四捨五入丸めを
導入することで, 前述の負方向の変形が生じなくなる．

定数乗算処理における静的な小数点位置の最適化

乗算操作によって倍のビット幅の出力値が得られることを利用し, 図 2.9のような
構成の演算器における計算プロセスの一部で小数点位置を変更することができる．す
なわち，入力変数 Vbと出力値Qは既定の小数点位置を持つようにしつつ，定数値
Caおよび計算過程の値 C における小数点位置を変更することで計算精度が向上す
る．図の回路において, 定数値Caの小数点位置をwとする．このとき，定数Caと変
数 Vbの積 Cの小数点位置は 8 + wである．次に，32bit固定小数点 Cから 16bit分
を取り出し，出力値Qを得る．このとき，取り出される 16bit分のデータが，C の
32bitの範囲に収まるようにするためには,

w ≤ 16 (2.16)

を満たす必要がある．また，定数値 caが格納時にオーバーフローしないようにする
ためには,

|ca| ≤ 215−w − 2−w (2.17)
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図 2.10: 小数点位置最適化による三要素モデル変形推移の変化

を満たす必要がある．よって, (2.16)式および (2.17)式から定数値における最適な小
数点位置を，

wmod =

{
14 − [log2|ca|] (14 − [log2|ca|] ≤ 16)

16 (14 − [log2|ca|] > 16)
. (2.18)

と決定することができる．すなわち, 乗算結果の 32bit値から 16bitの出力値を取り
出す前にwmodビットのシフトを行えばよい．定数値が不変である時, wmodも一定で
あり, 最適な小数点位置が静的に確定する．この手法を用いることで, 回路規模を増
加させることなく演算精度を向上することができる．
通常の小数部 8bitの固定小数点において, 刻み時間 0.01rsを固定小数点に変換す

ると, 0.0078125となり, 21.9%の誤差を生じる．それに対し，小数点位置を最適化す
ると変換後の値は 0.0099793となり, 誤差は 0.2%にまで抑制される．
この手法をMPMに適用し, 単一の三要素モデルに外力を加えた時の変形シミュ

レーション結果を図 2.10に示す．シミュレーション条件として，刻み時間 h = 0.001，
質点の質量m = 1，三要素モデルパラメータ k1 = 250，c1 = 20，c2 = 100とし，時
刻 0から 1の間，大きさ 3000の力を作用させる．変換係数 rの値は，0.1とする．こ
のシミュレーション例はMPMの計算精度を測るものであり, TEMが受け持つ部分
は PCを用いて浮動小数点で計算し, 質点に関する計算を FPGA内のMPMで行っ
ている．
小数点位置を固定した通常の固定小数点では, 平均 12.6%の誤差が生じているのに

対し, 小数点位置を最適化した場合は, 0.407%まで誤差が減少しており, 全計算を浮
動小数点で行った場合の変形推移に対し遜色のない結果になっている．
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表 2.2: レオロジー物体変形計算回路の回路規模
flip-flops slices multipliers

All modules 8,720 6,875 25

TEM 6,880 4,144 16

MPM 1045 640 9
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図 2.11: 三次元物体変形過程における平均位置誤差

表 2.3: 各軸質点数 9×9×9の物体における FPGAと PCの処理時間の比較
time[ms]

PC(PentiumIV 1.7GHz) 1.14

FPGA(XC2V6000) 0.138

2.3.4 FPGA実装

今回設計した仮想レオロジー物体変形計算回路をFPGAに実装し，計算システム
実機で仮想レオロジー物体の変形シミュレーションを行った．作成した回路の規模
を表 2.2に示す．この回路は，XC2V6000の回路の 20%を占めている．

PCによる計算結果と比較するため, 三次元物体の変形シミュレーションを PCと
FPGAで行った．対象となる物体は, 各軸 9×9×9の質点を持つ立方体状の物体であ
り，この物体に対し, 物体上面の二つの角に外力を加えた．パラメータやシミュレー
ション条件等は FPGAとPCでどちらも同じものとし，外力以外の条件については
前節のシミュレーションと同じとした．外力については，F ext

0 = [6.0, 30.0, 6.0]T お
よび F ext

1 = [−30.0,−15.0,−30.0]T を時刻 0から時刻 30までの間，物体上面の二点
に加えた．
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(a-1) 0s (a-2) 10s (a-3) 20s (a-4) 30s
(a) FPGA

(b-1) 0s (b-2) 10s (b-3) 20s (b-4) 30s

(b) PC

図 2.12: 仮想レオロジー物体の変形形状の比較

FPGAおよび PCそれぞれによる変形シミュレーションによって得られた物体の
変形形状を図 2.12に示す．また, 変形過程における各時刻での質点の位置誤差の平
均を図 2.11に示す．誤差には蓄積性があり, 30sの時には位置誤差の平均は物体の初
期幅に比して 4.22%まで増大している．

PCと FPGAのそれぞれにおいて, 画面表示等の処理を除く, 純粋な物体変形計算
に要する時間を測定すると, 表 2.3が得られた．FPGA実機において, PCの 8.26倍
の処理能力が実現されている．

2.3.5 実現可能な処理能力

複数回路による並列計算

TEM, MPM, RAM moduleで構成されるMain moduleを複数個用いて，並列計算
を行うことが可能である．物体を構成する質点群を回路の数と同数のグループに分
割し, それぞれのMain moduleのBlockRAMに各グループの質点データを格納する
ことで並列化が可能となる．MPMによる質点に関する計算は完全並列であり, 回路
の数に比例した処理能力を得ることができる．一方，TEMにおける三要素モデルの
計算は, 完全並列ではない．これは質点グループ間にまたがる三要素モデルが存在す
るためである．グループ間にまたがる三要素モデルを計算する際には, TEMに対し,

同時に二つのMain module内のRAM moduleからデータを入力する必要があり, そ
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の時，二つのMain moduleの片方にしかデータを入力することができないので，片
方のMain moduleにおいて１クロック分のロスを生じる．

処理能力の試算

本研究が対象とするアルゴリズムは条件分岐を持たず，パイプラインストールを
生じないため，FPGAによる変形シミュレーションに要する時間を明確に予測する
ことができる．一回のループにおいてTEMが要するクロック数 cte は,

cte =
nes + 2net

Pm
+ dte (2.19)

となる．ここで, nesは, 一つのグループ内の質点間を繋ぐ三要素モデルの総数であ
り, netは二つのグループにまたがる三要素モデルの総数である．また, Pmは計算回
路の数であり, dteは TEMの計算回路のパイプライン段数である. すなわち, TEM

に最初にデータを入力してから, dteクロック後に最初の演算結果が出力される．
また, 同様にMPMが要するクロック数 cmmは以下の式で与えられる．

cmm =
nm

Pm
+ dmm (2.20)

ここで, nmは質点の総数であり, また, dmmはMPM のパイプライン段数である.

FPGAの動作周波数を rcとすると, 総処理時間 tsは,

ts =
cte + cmm

rc
(2.21)

となる．
本研究の回路では，dte = 90，dmm = 8，rc = 33MHzであり，各軸質点数 9× 9

× 9の物体の 1ループあたりの処理時間は試算より，0.137msとなる．実機における
同じ物体の処理時間は 0.138msであり，精度良く処理時間が予測されている．

FPGAに格納可能な仮想物体の規模は, 2.3.2節で述べた通り，質点総数 4096,稜線
総数 20480であり，この制限内での最大クラスの直方体は各軸質点数 15× 15× 16，
質点総数 3600，稜線総数 19531のものである．本研究における回路の処理時間は，
この物体において 0.704msと試算される．すなわち，サンプリングレート 1000Hzで
の計算が可能である．今回構築した回路は，FPGAによる仮想レオロジー物体変形
シミュレーション回路の最小構成であり，1)Main moduleの並列化，2)動作周波数
の引き上げ，3)PCIバス転送処理の並列化，による高速化の余地がある．

2.3.2節で述べたように，XC2V6000には 4セットのRAM moduleが格納可能であ
る．Main moduleは１セット分のBlockRAMを要するため,並列可能なMain module
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(a) PC (5 × 5 × 5) (b) FPGA (15 × 15 × 16)

図 2.13: サンプリング時間 10kHzで計算可能な最大規模の物体

の数は, XC2V6000において最大 4となる．また，今回の変形計算回路が占める回路
規模はXC2V6000の 20%の領域であり, ４個のMain moduleを FPGA上に実装し，
Main moduleを並列化することが可能である．また，回路の動作周波数は，XC2V6000

に内蔵されるDCM(Digital Clock Manager)を用いて，66MHzに逓倍することがで
きる．PCIバス転送処理の並列化は，各 RAM moduleに 3nmr個の RAMを新たに
追加し，質点計算モードの時に出力される質点位置を記憶させることで可能となる．
データの転送は稜線計算モード時に並列的に行うことができる．これを追加した場
合でも，XC2V6000には 4セットのRAM moduleが格納可能である．
これらを実現した場合，各軸質点数 15× 15× 16の物体を 0.0920msで処理する

ことが可能になると試算される．すなわち，サンプリングレート 10,000Hzでの変形
シミュレーションが可能である．比較として，10,000Hzで計算可能な物体を図 2.13

に載せる．図 2.13-(a)の物体の PCにおける処理時間は実測値で 0.0948msであり，
10,000Hzで計算可能なほぼ限界のサイズの物体である．また，PCで図 2.13-(b)の
各軸質点数 15× 15× 16の物体を計算したところ，処理時間は実測で 6.92msとなっ
た．これより，現行のシステムで実現可能な計算能力は PentiumIV1.7GHz搭載 PC

の 75.2倍と試算される．
一般に, CPUの進歩に比して主記憶メモリのアクセス速度の進歩は低速であり, 大

規模物体のシミュレーションにおけるボトルネックとなりがちである．しかし, FPGA

においては, 多数のRAMを並列動作させることで高速な計算を実現しており, 低速
な RAMを用いても計算能力が RAMのアクセス速度に依存しないという特徴があ
る．これが今後の進歩におけるアドバンテージになる可能性がある．
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2.4 結言
FPGAを用いた仮想レオロジー物体変形システムを構築し，PentiumIV搭載 PC

の 8.26倍の速度での仮想レオロジー物体変形シミュレーションを実現した．同時に，
同PCの 75倍の計算能力が現行のシステムで実現可能であることを試算より示した．
本研究における FPGAによる仮想物体変形計算システムにおいて, 同一 FPGA内

への複数のMain moduleの配置による並列計算が可能であることを述べた．これら
の回路は必ずしも同一の FPGA内に配置する必要はなく, 原理上, 複数の FPGAで
並列計算を行うことが可能である．この時, 扱える物体の規模は FPGAの総数に比
例する．また, 物体規模によらず, 各グループに隣接するグループの数は６以下であ
り, FPGA間の接続に必要な信号線の数は物体規模に関わらず一定以下で抑えられ
るため, 任意の数のFPGAを並列化できる．また, 処理時間も物体規模に関わらず一
定以下に保たれる．すなわち FPGAの並列化により, 処理時間が明確に予測可能な
リアルタイム物体変形シミュレーションが任意の物体規模で実現可能であると考え
られる．ただし，FPGAによる変形シミュレーションの課題として物体の大変形へ
の対応が挙げられる．本章で述べた回路は大変形に対応しておらず，位相が崩れる
可能性がある．この対処法としては，位相保持のための力学要素を追加するか，も
しくは本報告で述べる大変形に対応したモデルを FPGA上に実装する必要がある．
その他，FPGAが効果を発揮する計算対象として，FEMによる物体変形シミュ

レーションが挙げられる．FPGAは除算および平方根計算よりも乗算処理を得意と
しており, 大量の乗算処理を必要とする行列計算に適している．物体全体の行列計算
を必要とする通常のFEMは，並列計算になじまない．しかし，節点に生じる力の計
算は局所的な小規模の行列で計算することが可能であり, また, 節点に質量を持たせ
る集中定数型の慣性行列を用いれば, 節点の位置と速度の計算にも物体全体の行列を
要しない．すなわち, 本報告と同様に並列計算を行うことで, 任意の物体規模でのリ
アルタイムシミュレーションを行うことが可能であると考えられる．
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ＦＰＧＡによる仮想レオロジー物体の
リアルタイム変形計算

立命館大学ロボティクス学科 ○友國誠至，平井慎一

Real-time Computation of Rheological Deformation Using
FPGA

○ Seiji TOMOKUNI and Shinichi HIRAI Department of Robotics, Ritsumeikan University

Abstract:Deformable soft objects such as food and tissue show both elastic and viscoplastic properties, and are referred to as
rheological objects. We designed an computational hardware using an FPGA(Field Programmable Gate Array) and realized
a system that computes the rheological deformation 18 times as fast as a PC with a Pentium IV 1.7 GHz. Our estimations
show that an FPGA can compute the deformation 243 times faster than the PC.

1 はじめに

近年，医療分野やエンターテイメント分野において，リ
アルタイムでの物理シミュレーションが一般的なものとな
りつつある．しかし，多くの場合，ハードウェアの計算能
力が十分ではなく，特に力覚提示を伴う場合には 1000Hz
程度のリフレッシュレートが必要となるため，複雑な物体
の変形計算に難がある状況である．
一方で，ハードウェアの分野では，FPGAと呼ばれる回

路の組み換えが可能な LSI が登場し，急激にその回路規
模を増している．FPGA では各演算回路が同時並行的に
動作するため，シミュレーション分野によく見られる並列
計算アルゴリズムとの親和性が高く，シミュレーションの
高速化に一定の効果を発揮する．今回，我々は FPGA上
に演算回路を実装し，PentiumIV1.7GHz 搭載 PC の 18
倍の速度での仮想レオロジー物体の変形計算を実現した．
また，現行の FPGAを用いて同 PCの 243倍の速度での
計算が可能であるという試算を得た．

2 レオロジー物体のモデル

レオロジー物体とは, 食品や生体組織, 粘土などに代表
される柔軟物であり, 完全弾性物体と塑性物体の中間的な
性質を有する物体である. レオロジー的性質を表現する一
次元モデルとしては Fig.1に示す三要素モデル [1]があり，
フォークトモデルと単一のダンパを直列に接続したもので
ある．三要素モデルの長さおよび三要素モデルのフォー
クト部の長さをそれぞれ l, lvoigt とし，フォークト部の弾
性係数および粘性係数を k1, c1, ダンパ部の粘性係数を c2

として，定数 A = −k1/(c1 + c2), 定数 B = c2/(c1 + c2)
とおくと, フォークト部の比率の変化および三要素モデル
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Fig. 1: Three element model

の発生する力は，

l̇voigt = A (lvoigt − L) + Bl̇ (1)

f = −c2(l̇ − l̇voigt) (2)

で表される.
三要素モデルの両端には質点 Pi, Pj が繋がっており，
物体の変形は三要素モデルから各質点に加わる合力によ
る運動方程式に基づいて計算される．物体は三角形要素
あるいは四面体要素を組み合わせて表現し, 各要素の頂点
に質点を配し, 頂点間を結ぶ稜線を三要素モデルとする.

3 レオロジー変形処理回路の概要

本研究で設計した変形計算回路の概要を Fig.2に示す．

PCI_CORE 

Main Module 
RAM 
Module 

TEM 

MPM 

mode 

P
C

I B
U

S
 

Fig. 2: Schematic computation module

図中においてTEMは各稜線に配置された三要素モデル
によって生じる力および三要素モデルフォークト部の変
形を計算する回路であり (1),(2) 式の演算を行う．MPM
は一般的な運動方程式に基づく質点の運動を計算する回
路である．それぞれの回路はオイラー法の演算を含むパ
イプライン回路となっており，この二つの回路が交互に
動作することで，１ループ分のシミュレーションが行わ
れる．
本研究では FPGA として Xilinx 社の VirtexII

XC2V6000 を用い，PCI バスを介して XC2V6000 搭載
ボードを PCと接続する．回路は PCIバスのクロックと
同期し，周波数 33MHz で動作させる．また変数の値は
8bit目を小数点位置とする 16bit固定小数点で表現する．

第5回システムインテグレーション部門学術講演会(SI2004)（2004年12月17日～19日・つくば）                 SY0013/04/0000-0979 © 2004 SICE
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Table 1: Size of Circuits

flip-flops slices multipliers

All modules 8,720 6,875 25

TEM 6,880 4,144 16

MPM 1045 640 9

(a) PC (b) FPGA

Fig. 3: Deformed shape of rheological objects

Table 2: Computational time

time[ms]

PC(PentiumIV 1.7GHz) 3.65

FPGA(XC2V6000) 0.20

固定小数点による誤差を減少させるため，四捨五入丸めを
導入し，また静的に小数点位置を設定できる定数値の固定
小数点位置を最適な値に設定し，局所的に小数点位置を変
更することで回路規模の増大を抑えつつ，定数値の精度
の向上を行った．設計した回路の回路規模を Table1に示
す．今回設計した回路は，XC2V6000の使用可能 slice数
の 20％を占めている．

4 動作結果

PC と FPGA で 9 × 9 × 9 の質点を持つ仮想レオロ
ジー物体の上部二箇所に外力を加えた場合の変形を計算
し，結果を比較した．得られた変形形状を Fig.3 に示す．
また，PC と FPGA のそれぞれで計算に要した時間を，
Table2に載せる．表より，FPGAが PCの 18.25倍の計
算速度を実現していることが分かる．FPGA の計算精度
は PCより低く，物体の変形形状は異なるが，定性的には
類似した形状が得られた．

5 実現可能な処理速度の試算

今回の回路には TEM と MPM を一つずつ実装した．
しかし，質点を複数のグループに分けることで複数回路に
よる並列計算も可能であり，その処理能力は試算から得ら
れる．回路 TEMが一回のループに要するクロック数は，

cte =
nes + 2net

Pte
+ dte (3)

である．nes，net，Pte，dte はそれぞれ，同一のグルー
プ間を接続するエッジの総数, 二つのグループにまたがる
エッジの総数, TEM の回路数, TEM のパイプライン段
数である. 回路 MPM が一回のループに要するクロック

(A) PC (5× 6× 6) (B) FPGA (15× 15× 16)

Fig. 4: Maximum feasible virtual object size

数は，
cmm =

nm

Pmm
+ dmm (4)

である．ここで， nm Pmm，dmm はそれぞれ質点の総数,
MPMの回路数, MPMのパイプライン段数である.
これらより，１ループ当りの処理時間は，

ts =
cte + cmm

rc
(5)

となる．ここで， rc は FPGA に与えるクロック周波数
である. 今回の回路では，XC2V6000 の RAM 容量の制
約から格納可能な物体規模が最大 15× 15× 16の質点を
持つ物体までに限られるが，そのサイズの物体の処理に要
する時間は，0.712msである．したがって，1000Hzの更
新頻度を必要とする力学提示用途では，PC と FPGA で
扱える物体の規模はそれぞれ Fig.4に示すものとなる．
今回は PCI バスと同期して 33Mhz で回路を駆動した
が，VirtexII内蔵回路による逓倍で 66MHz駆動を行うこ
とが可能であり，またXC2V6000には，TEMとMPMを
それぞれ４つずつ実装する余裕がある．これらを実装する
と 15× 15× 16の物体の計算に必要な時間は 0.0955ms
となり，PCで同サイズの物体を計算した場合の処理時間
の実測値 23.2ms に対し，FPGA は 243 倍の速度で計算
を行えることが試算より得られた．

6 おわりに

レオロジー変形計算回路を実際に動作させ，レオロジー
変形計算の高速化を実現するとともに，試算から現行の
FPGA で実現可能な計算速度を示した. 今後の課題とし
ては，力覚提示デバイスとの連携，体積効果および位相保
持 [1]の実装が考えられる．

FPGAは並列アルゴリズム全般に利用することができ，
他のシミュレーション分野においても今後の発展が期待
される．
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仮想レオロジー物体のモデリングおよび

FPGAによる実時間変形計算
Modeling of virtual rheological objects and

realtime computation of their deformation on FPGA

○学　友國誠至 (立命館大)　　学　木村政文 (立命館大)
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This paper describes the realtime computation for the deformaion of virtual rheological objects on FPGA. Displaying tactile

sensation requires to compute the deformation in high frequency. We will implement realtime computation of the deformation

of large scale objects on an FPGA suitable for parallel computing. First, we will describe the simplified dynamic equations

for computing the deformation of rheology objects. Second, we will outline the calculation of object deformation on an

FPGA and will evaluate the performance of the calculation. Finally, we will discuss data transfer between a PC and an

FPGA and will propose a better design for the realtime computation of the rheological deformation.

Key Words: Virtual Rheology, Deformation, Parallel Computing, FPGA

1 はじめに

近年，力覚提示の分野における VRの進歩が目覚しい．しか
し仮想物体の対話操作において視覚提示が 30～60Hz程度の時
間分解能で行なわれるのに対し，力覚提示を安定に行なうため

には柔軟物において数 10～数 100Hz程度の時間分解能が必要
であり，その実現のためには仮想物体の変形計算を高速に行な

う必要がある．

一方，ハードウェアの分野では FPGAと呼ばれる，回路を書
き換えることが可能な LSIが登場し，年々回路規模を増してい
る．この FPGA を用いて演算回路を設計することによって並
列性の高いアルゴリズムを高速に計算することが可能である．

本報告では FPGA を用いた仮想レオロジー物体の実時間計算
に関する報告を行なう．

2 レオロジー物体のモデル

レオロジー物体とは, 食品や生体組織, 粘土などに代表され
る柔軟物であり, 粘弾性物体と塑性物体の中間的な性質を示す
物体である. レオロジー的性質を表現する一次元モデルとして
Fig.1に示す三要素モデルを用いる [1]．
三要素モデルの長さおよび三要素モデルのフォークト部の長

さをそれぞれ l, lvoigt とし，フォークト部の粘性係数および弾

性係数を k1, c1, ダンパ部の粘性係数を c2 とする．

 

c1 

c2 

k1 
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Pi Pj 

voigt
l

voigt
ll −

Fig. 1: Three element model

定数 A =
(

−k1
c1+c2

)
, 定数 B =

(
c2

c1+c2

)
とおいて計算式の簡

略化を行なうと, フォークト部の比率の変化および三要素モデ
ルの発生する力は (1)式および (2)式で表される.

l̇voigt = A (lvoigt − L) + Bl̇ (1)

f = −c2(l̇ − l̇voigt) (2)

三要素モデルの両端には質点 Pi, Pj が繋がっており，物体の

変形は三要素モデルが発生する力による各質点の運動方程式に

基づいて計算する．物体は三角形要素あるいは四面体要素を組

み合わせて表現し, 各要素の頂点に質点を配し, 頂点間を結ぶ
稜線を三要素モデルとする.

3 三要素モデル計算回路の概要

本研究では完全並列ではなく，パイプライン処理を行なう回

路を数個並列に動作させることで変形計算を行なう．三要素モ

デルパイプライン処理回路の概要を Fig.2に示す．
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3 稜線長 l の計算 7 三要素モデルが発生する力 f の計算
4 単位接線ベクトルの計算 8 力ベクトルの計算

Fig. 2: Schematic computation module

本研究では FPGA として Xilinx 社の Virtex シリーズを対
象とし，開発言語として VerilogHDLを用いる．三要素モデル
計算回路は PCI バスによる PC との接続を想定する．回路は
PCI バスのクロックと同期し，33MHz, 66MHz, 133MHz の
いずれかの周波数で動作する．ここで回路の動作周波数と，回



路規模およびレイテンシ (必要クロック数) はトレードオフの
関係にある．設計した回路の配置配線および論理合成で得られ

た，動作周波数と回路規模およびレイテンシ，VirtexEシリー
ズの XCV2000Eにおける回路使用率を Table1に示す．

Table 1: Performance of module

動作周波数 [MHz] 77 125

レイテンシ 71 89

回路規模 [slices] 3259 3334

XCV2000Eにおける回路使用率 [%] 16 17

4 三要素モデル計算回路の評価

ModelSim を用いて論理シミュレーションを行った．定数
k1, c1, c2はそれぞれ 0.5, 0.5, 2.3とし，Table2に示すデータを
入力した．計算結果と理論値の比較を Table3 に示す．回路内
では 16bitの固定小数点を用いているため出力結果と理論値と
の間に誤差が生じている．しかし，本研究ではリアリティより

も高速性を重視しているのでこれは許容できるものと考える．

Table 2: Input data

xi yi zi vxi vyi vzi xj yj zj vxj vyj vzj lvoigt

1 2 3 4 5 6 6 5 4 3 2 1 7

Table 3: Error between result and theoretical value

理論値 結果 絶対誤差 相対誤差 [%]

fx -1.3015 -1.3203 0.0188 1.4276

fy -0.7809 -0.7930 0.0121 1.5247

fz -0.2603 -0.2656 0.0053 2.0075

l̇voigt -3.8811 -3.8750 0.0061 0.1578

5 計算速度・実現可能な物体規模の試算

三要素モデルの計算以外の処理を全て PC側で行った場合に
ついて，理論値による PCIバス転送時間も含む処理時間を試算
したところ，PCと比較してほとんど高速化していないことが
分かった．これは PCI バスの転送速度がボトルネックとなっ
ているためである．しかし，運動方程式，ルンゲクッタ回路お

よび質点・稜線データを格納するメモリを FPGA側に実装する
ことで，計算ループ毎に質点・稜線のデータを PCIバスで転送
する必要がなくなりこのボトルネックが解消されると考えられ

る．VirtexII シリーズの XC2V6000 で試算した場合，FPGA
内部の RAMには，格子数１０×１０×１０（質点数 1331，稜
線数 6930）の仮想レオロジー物体のデータが格納可能であり，
その物体に対して一つの計算回路を 66MHzで動作させた場合
の時間分解能を試算すると 1176Hzとなる．AthlonXP 2400+
を搭載した PCで処理時間を測定したところ，1000Hzの時間
分解能で計算できる物体の規模は６×５×５（質点数 150，稜
線数 661）であった．1000Hz の時間分解能での変形計算を対
象とした場合，計算回路の FPGA化により 10.5倍の稜線数を
持つ物体が扱えるようになると試算される．

6 位相問題

質点同士を一次元要素で繋ぐモデルでは，大変形の際に位相

が崩れ，三角形や四面体などが反転することがある．その場合，

元の形状に戻ろうとする復元力が逆向きとなるため，三角形や

四面体が反転したままとなり，変形シミュレーションに不具合

が生じる．この問題を解決するための位相保持の手法はいくつ

か存在する．我々のグループでは，質点と辺を繋ぐフォークト

モデルによる位相保持アルゴリズムを PC 上に実装した [2]．
また一次元要素によらないモデルとして，三要素モデルを用い

た局所形状保持 [3]によるレオロジー物体および，離散要素モ
デルによる仮想物体の PC上でのシミュレーションを行ってい
る．シミュレーション例をそれぞれ，Fig.3，Fig.4に示す．

(a)initial (b)deformed (c)stationary

Fig. 3: Local shape maintaining model

(a) 2D (b) 3D

Fig. 4: Discrete element model

7 おわりに

本報告において三要素モデル計算回路のシミュレーションお

よび計算速度・回路規模の試算を行い，FPGAによる仮想物体
の変形計算の高速化の可能性を示した. 実機での動作について
は現在，小規模な FPGA における限定的なフォークトモデル
の計算と PCIバスを用いたデータの送受信に成功しており，今
後は大規模な FPGA上への回路の実装および, 実機によるリア
ルタイム変形計算を目指す. また，FPGA上への位相保持アル
ゴリズムの実装可能性について検討する.
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第3章 視触覚提示のための仮想レオロ
ジー物体のキャリブレーション

3.1 緒言
本章では，視触覚提示のための仮想レオロジー物体のキャリブレーションについ

て述べる．パーティクルベースモデルは，大変形に対応でき，連続体モデルと比較す
ると計算時間が短いという長所がある反面，モデル内の多数の力学パラメータが複
雑に関連しており，モデル同定が困難であるという欠点を有する．連続体モデルで
は，ヤング率や体積弾性率あるいは粘性率という，力学的に明快なパラメータを用
いているのとは，対照的である．そこで本章では，レオロジー物体の三次元変形形状
と物体に作用する力を計測するシステムを構築し，randomized algorithm あるいは
genetic algorithmを用いて，パーティクルベースモデルの実際のレオロジー物体の計
測値から，力学パラメータを同定する手法を確立する．この randomized algorithm

は，もともと径路計画で開発された手法である．物体の計測値から力学パラメータ
を同定する過程を，パラメータ空間内の径路計画とみなすことにより，仮想レオロ
ジー物体の力学パラメータを同定する．
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レオロジー物体を表現する３つのモデルの変形特性に関する研究
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Deformation Properties of Three Kinds of MSD Models of Rheology Object Calibrated by

Randomized Algorithm

Ryo Nogami，Ryo Enoki，Hiroshi Noborio∗1

Abstract – In this paper, we propose three kinds of mass-spring-damper (MSD) mod-
els of rheology object, and experimentally evaluate the best one concerning to shape and
volume accuracies. The MSD model requires a few cost to calculate force propagation
and shape deformation of rheology object. For this reason, the dynamic animation can be
made by a personal computer within the video-frame rate (about twenty milli-seconds).
Moreover, in order to maintain deformation precision, we calibrate all coefficients of
dampers and springs under many experimental data by the randomized algorithm. Then
in the set of simple pushing operations, volume and shape of virtual rheology object based
on the best model are extremely similar to these of real rheology object. This is a case
study to generate dynamic animation efficiently and precisely by the MSD model.

Keywords : Rheology Object, Residual Displacement, MSD (Mass-Spring-Damper)
model, Uncertain Parameter Calibration, Randomized Algorithm

1. はじめに

残留変位を有するレオロジー物体のモデリングは，

まだ未知の分野である．人間がそれを仮想空間で操

作するとき，またロボットアームがそれを実空間で操

作するとき，このモデリングは不可欠である．それら

は，ロボティックス（遠隔操作など），仮想現実感（ダ

イナミックアニメーションなど），医療（仮想手術な

ど），組み立て作業（食品加工など），およびゲーム・ア

ミューズメントなどで利用される．レオロジー物体は

もちろん，粘弾性体や弾性体の変形過程をダイナミッ

クアニメーションで眺めたり，その力伝播過程をハプ

ティック（触覚フィードバックデバイス）で体感した

りするとき，少しの計算時間で正確な力や形状の得ら

れることが望ましい．一般に，その精度と計算時間の

間にはトレードオフの関係がある．したがって，変形

精度（リアリティ）にこだわらなければ，通常の PC
やグラフィックスボードで，インターラクティブな変

形操作は十分可能である．しかし，その精度にこだわ

りながらリアルタイムで体感するには，現在でもスー

パーコンピュータや専用ハードウェアに頼らざるを得

ない [1]～[3]．
これまで，弾性体や粘弾性体のモデリングでは，マ

ス・バネ・ダンパ法（MSD法）[4]～[8]，差分法（FDM

*1：大阪電気通信大学大学院 工学研究科
*1：Graduate School of Engineering, Osaka
Electro-Communication University

法）[9]，境界要素法（BEM法）[10], [11]，有限要素法
（FEM法）[12]～[15], [17]がよく使われてきた．特に，
力伝播や質点移動が正確に取り扱える有限要素法はよ

く利用されており，この計算時間の (事前に計算できる
ところを前処理するなどして [1], [16]）短縮を取り扱っ
た研究は多い．しかし，実際の物体と仮想の物体を比

較して，それらの力伝播や形状変化の精度をきちんと

比較した研究は少なく，レオロジー物体を取り扱った

ものはさらに少数である [18]～[20]．
そこで本論文では，残留変位や戻り変位を直接制御

できるマス・バネ・ダンパ法に注目する．一般に，力伝

播や形状変化を高速計算できるMSD法の問題は，そ
れらの精度がよくないことである．本研究では，まず

レオロジー物体のモデルとして３次元格子構造モデル

を採用し，Voigtモデルとダンパが直列につながった
ものをその基本要素とする．この構造や基本要素はす

でに使われており，簡単なパラメータ同定もされてい

る [18]～[20]．同様に，実験データにもとづいてマス，
バネ，ダンパの係数を同定するというアイデアも既に

提案されてはいるが，本格的な実験やモデルの検討は

なされていない [7], [8]．
そこで本研究では，実験データから基本要素のバネ

とダンパの係数をランダマイズドアルゴリズムで同定

し，力伝播や形状変化の精度がよくないというMSD
法の問題点を克服する．ここでは，数種類の押し方で

ロボットアームがパン生地を押し，押している間と離
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した後の４つの時刻において，実物体と仮想物体の形

状の差異を計測し，それを小さくするようにランダマ

イズドアルゴリズムで良好な係数の集合を選び出す．

本論文では，まず２章において，弾性や粘性の特性

を有する基本要素，およびそれが多数配置された３次

元格子構造モデルについて説明する．また，力や変形

の計算手法を説明する．さらに，合致しない物体の部

分に注目し，最初のMSDモデルから２つの拡張モデ
ルを作成する．３章では，基本要素を構成するバネと

ダンパの係数の同定方法を説明する．まず，実レオロ

ジー物体と仮想レオロジー物体の形状の違いを定量的

に評価する．次に，その評価値にもとづくランダマイ

ズドアルゴリズムより，仮想レオロジー物体の３係数

を同定する．４章では，パラメータ同定が終了した３

モデルの優劣を，計算時間，記憶容量，および形状変

化の精度の観点から評価する．最後に５章では，まと

めや今後の課題を述べる．
2. ３つのMSDモデル

本章では，１つのバネと２つのダンパからなる基本

要素，およびそれらが多数配置された３次元格子構造

モデルを説明する．そして，そのモデルにおける力伝

播や形状変化の計算方法を説明し，基本MSDモデル
を拡張した２つのMSDモデルを紹介する．

2. 1 Voigtモデルとダンパを備えた要素

本研究では，図 1 に示す Voigt 部とダンパ部（長
さの比は 1:1）からなる基本要素を利用する．この基
本要素は，論文 [18]～[20]の基本要素と似ている．論
文 [18]では，VoigtモデルとMaxcellモデルから成る
基本要素を用いている．論文 [19], [20]では，Voigtモ
デルおよび適応性のあるダンパから成る基本要素を用

いている．本研究では，適応性のあるダンパを適応性

のないダンパにおきかえ，各要素の係数が簡単にキャ

リブレーションできるようにしている．

C2 M
K

C1

図 1 基本要素
Fig. 1 Basic element

この基本要素の主な特性を説明する．まず，Voigt
部において，C1の適切な値に比べてK の値が小さす

ぎると，粘性変形のように遅い戻り方となる．一方，

C1の適切な値に比べてK の値が大きすぎると，弾性

変形のような速い戻り方となる．また，Voigt部とダ
ンパ部の対比において，K や C1の適切な値に比べて

C2 の値が大きすぎると，変位が残留し塑性変形とな

り，小さすぎると残留変位はなく元の形に戻ってしま

う．最後に，係数K，C1，C2が適切な値なら，レオ

ロジー物体は押されても図 2(a)のように安定に変形
する．しかし，それらの一つでも限界を超えてしまう

と，基本要素の両端の２質点の位置が逆転し，図 2(b)
のようにレオロジー物体の形状は発散してしまう．

(b)(a)

図 2 (a) 安定したレオロジー物体の形状
(b) 不安定なレオロジー物体の形状

Fig. 2 (a) A stable shape of a rheology object.
(b) An unstable shape of the object.

2. 2 格子構造モデル (モデル 1)

本研究では，レオロジー物体の様々な変形を表現す

るため，3次元格子構造モデルを利用する [18]～[20]．
そこでは，X，Y，Z軸に沿って，等間隔に質点を配置
し，レオロジー物体の自然な変形を表現する (図 3(a))．
ここで，格子の 1辺の長さを l とすると，隣接する質

点間の長さは l, l × √
2, l × √

3 の 3種類となる．ま
た，N を質点数，Mobject を物体の質量とすると，そ

れぞれの質点M はM = Mobject/N となる．

(a)
X

Y

Z

neighboring point
viscoelastic model

k+1
k

k-1

i-1 i i+1

j

j+1

j-1

Pi,j,k

(b)
図 3 (a) レオロジー物体を表現する 3次元格子

構造モデル (b) 隣接質点と基本要素の配置
Fig. 3 (a) A 3-D voxel/lattice model of rhe-

ology object (b) Neighboring mass
points connected by the basic ele-
ments.

基本要素は，全ての隣接質点間に配置される (図
3(b))．レオロジー物体の変形は，各基本要素の変形
により表現される．仮想レオロジー物体を 1辺の長さ
が l の 5 × 3 × 5 個の格子に分割すると，6 × 4 × 6
個の質点が配置される．質点 (i, j, k) (1 <= i <= 6，
1 <= j <= 4，1 <= k <= 6) の位置ベクトルを Pi,j,k と

する．ここで，質点 Pi,j,k の運動方程式を導出する．

α, β, γ をそれぞれ 0または ±1とすると，質点 Pi,j,k

の隣接点は Pi+α,j+β,k+γ となる．質点 Pi,j,kとその隣

接点 Pi+α,j+β,k+γ 間の基本要素によって，質点 Pi,j,k

に働く力を Fα,β,γ
i,j,k で表す．このとき，Pi,j,kに働く内

力 F e
i,j,k は，Fα,β,γ

i,j,k の合計で与えられる．

F e
i,j,k =

∑
α,β,γ∈{−1,0,1}
(α,β,γ) |=(0,0,0)

Fα,β,γ
i,j,k (1)

ここで，質点 Pi,j,k に働くすべての外力の和を F o
i,j,k

とすると，次の運動方程式が得られる．

MP̈i,j,k = F e
i,j,k + F o

i,j,k (2)

全ての質点 Pi,j,k において，位置を得るために運動

方程式を解く必要がある．これはRunge-Kutta法で解
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いているが，計算時間がかかってしまう．但し，剛体

と床に接する質点の位置の計算は不要である．剛体に

接する質点は，押し下げられた量だけ移動し，床に接

する質点は不動である．このようにするとレオロジー

物体の変形シミュレーションが可能である．

最後に，このモデル（基本要素，格子構造モデル，

運動方程式など）と類似のものは，既に提案されてい

るが [18]～[21]，これだと押している間や押し終わった
あと，実物体と仮想物体の形状差が大きくなってしま

う．この違いは，主に次の２箇所において顕著である:
(1)剛体に押されてへこんだ付近; (2)レオロジー物体
の側面．この主な理由は，実物体と比較して仮想物体

が膨張しなかったためである．この形状の不一致を解

決するためには，分割する格子数を増加させる方法，

および距離が異なる基本要素の３係数を独立にキャリ

ブレーションする方法などが考えられる．しかし，前

者の方法では，仮想レオロジー物体の変形計算に要す

る時間が指数的に膨大になり，MSDモデルの長所であ
る高速性が失われる．一方，後者の方法では，探索空

間が指数的に膨大になり，良質のパラメータが得られ

なくて形状のリアリティを失うことになる．したがっ

て，今回それらの方法は採用せず，体積要素を導入し

た修正モデルを考える．

2. 3 体積要素を含んだ格子構造モデル (モデル 2)

本節では，各々の格子に体積要素を導入し，レオロ

ジー物体を膨らませる方法を提案する．体積要素とは，

各格子の重心に新たな質点を配置し，基本要素の数を

増加させ，体積を増加させる方法である (図 4(a),(b))．
この手法は，論文 [13]で提案され，弾性の等方性また
は異方性の制御に用いられた．本論文では，これをレ

オロジー物体のモデリングに活用する．

まず最初に，最も長い隣接質点間の基本要素を除去

する (図 4(a))．このとき，格子の重心である質点から，
先程の長さの半分の 8つの基本要素を加える (図 4(b))．
一般に，これら短い基本要素の係数 C1，C2，K は，

従来の長い基本要素の係数 C1，C2，K とは異なる．

本研究では，長さを考慮し，従来のものに α = 0.5を
かけた値を用いている．

(a)
The center of gravity

(b)
図 4 (a)対角に位置する質点を結んだ 4つの要

素 (モデル 1) (b)格子の重心に新たな質点
を配置し，その質点と他の質点を結んだ 8
つの要素 (モデル 2)

Fig. 4 (a) Four elements directly connecting
two opposite vertices in a voxel. (b)
Eight elements connecting from the
center of gravity of a voxel to its eight
vertices.

2. 4 特別な内力を考慮した格子構造モデル (モデ
ル 3)

前節で導入した体積要素の影響より，仮想物体が全

体的に大きくなる傾向が見られる．これより，外力を

加えた付近の上面の形状をあわせようとすると，横面

が膨張しすぎてしまう．ここでは，その不一致を直接

正すため，横面の形状をあわせるための２種類の特別

な内力をモデル 1に付加する．１つは剛体からの外力
が作用する質点に隣接する質点への内力 Fact，もう１

つは床からの外力が反作用する質点に隣接する質点へ

の内力 Frea である (図 5(a))．これらは，剛体と床に
挟まれたレオロジー物体を外へ強く押し出す直接的な

内力である．この内力は最初にのみ加え，それ以降は

一切加えない．つまり，レオロジー物体を押し続けた

り除重したりする間には，いかなる内力も加えない．

したがって，仮想レオロジー物体では内力一定より運

動量保存則が成り立つ．本研究では，これ以外の物理

法則を仮定しない．

まず，剛体が質点を押す Y軸方向の外力を考える．
このとき，特別な内力 F は点 Gから質点への方向に

働く．点Gは以下で説明する線と面の交点である (図
5(b))．線とは，剛体とレオロジー物体の接面の重心
を含み，かつ剛体からの外力と同じ方向成分を持つ直

線である．面とは，レオロジー物体の重心 Gobject を

含む水平面である．このとき，内力 F は 3つの要素
Fx，Fy，Fz に分解される (図 5(c),(d))．一方，垂直
方向に床の質点が押されたとき，特別な内力 F は点

Gから質点への方向に働く．このとき，内力 F は 2つ
の要素 Fx，Fz に分解される (図 5(c),(d))．
次に，剛体が質点を押すY軸方向以外（ここではX

軸方向）の外力を考える．このとき，特別な内力 F は

点Gから質点への方向に働く．このとき，内力 F は 3
つの要素 Fx，Fy，Fz に分解される (図 5(c),(e))．こ
こで，X軸に関して，内力要素の方向を外力要素の方
向の逆に設定する (図 5(c)(e)では Fx)．一方，X軸方
向に床の質点が押されたとき，特別な内力 F は点 G

から質点への方向に働く．このとき，内力 F は 2つ
の要素 Fx，Fzに分解される (図 5(c),(e))．ここで，X
軸に関して，内力要素の方向を外力要素の方向の逆に

設定する (図 5(c)(e)では Fx)．
剛体からの外力が作用する質点と距離 l で隣接す

る質点 (図 5(d),(e) では黒く大きい点)，および距離√
2× lで隣接する質点 (図 5(d),(e)では黒く小さい点)
に特別な内力 F が分配される．ここで，これらの内力

の合計は，剛体から作用した外力の合計と等しい．こ

れは，各要素毎に大きさだけで計算される．そして，

外力の作用点に近い質点により多くの内力を配分する

ため，その比率を 2 : 1とした．一方，床からの抗力
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が反作用する質点と距離 lで隣接する質点 (図 5(d),(e)
では大きい四角形)，および距離

√
2× lで隣接する質

点 (図 5(d),(e)では小さい四角形)に特別な内力 F が

分配される．ここで，これらの内力の合計は，床から

反作用した外力の合計と等しい．そして，外力の作用

点に近い質点により多くの内力を配分するため，その

比率を 2 : 1とした．

2. 5 双一次補間を用いた各質点への力の伝達方法

MSDモデルの利点は，力伝播や変形に要する計算時
間が少ないことである．これより，仮想レオロジー物

体の格子数を増加させることは，計算時間の増加に直

接つながり好ましくない．そこで，剛体とレオロジー

物体の間で離散的に力を伝達する方法を提案する．

まず，剛体の側面を仮想レオロジー物体の格子 (長さ
l)と同じ格子で分割する (図 6(a))．これより，同じ格
子とそれより小さい格子 (長さm，n (m,n <= l))が生
まれる．そして，強い力がかかる質点 (例えば f∗

3 )と，
弱い力がかかる質点 (例えば f∗

1，f∗
2，f∗

4 )が生じる．こ
れらの質点の力は，各々の距離 (m,n)に依存する．例
えば，図 6(a)では，強い力のかかる質点は f∗

3 のみであ

り，その他の質点の力は f∗
2 = m/l×f∗

3 (0.25×l <= m),
f∗
4 = n/l × f∗

3 (0.25 × l <= n), f∗
1 = (m2 + n2)/l2 ×

f∗
3 (0.25 × l <= m, 0.25 × l <= n)となる．
一方，レオロジー物体は格子の集合として表現され

る (図 6(b))．本研究では，同じ外力を複数の試行で与
えるため，ロボット・マニピュレータの手先に取り付

けた剛体でレオロジー物体を変形させる．

剛体の側面で垂直方向に押したとき，レオロジー物

体は徐々に変形する．一般に，剛体から与えられる力

f∗ のほとんどは，レオロジー物体の格子の内部に作
用する．このとき，方向は変わらないが，力 f∗ は 4
つの力 fa，fb，fc，fd に分配される．それらは 4つ
に分割されたレオロジー物体の格子の面積に反比例す

るように決められる (図 6(c))．たとえば，図 6(b)の
丸で囲まれた部分にあたる図 6(c)では，外力 f∗ = l2

は，fa = s × t [area a](0.25 × l <= s，0.25 × l <= t)，
fb = (l − s) × t [area b](s <= 0.75 × l，0.25 × l <= t)，
fc = (1−s)×(l−t) [area c](s <= 0.75×l，t <= 0.75×l)，
fd = s× (1− t) [area d](0.25× l <= s，t <= 0.75× l)の
面積の比率で分配される．
3. 修正ランダマイズドアルゴリズムによる係数

K, C1および C2 の測定

本章では，まず実物体と仮想物体の形状の誤差を計

測し，次にそれが最小となる係数K，C1，C2をラン

ダマイズドアルゴリズムで同定する．

3. 1 実物体と仮想物体の比較方法

本研究では，実際のレオロジー物体として，小麦

粉と水を混ぜたものを使用した．実物体の大きさは

(a)

(b)

active force Fact from the rigid body

the gravity center Gobject or G 

masses neighbor the pushing body
masses neighbor the whole floor

reactive force Frea from the floor  

unit vector of force direction

Z

Y
X

G

P

(d) (e)

GobjectG

(c)

vertical component

horizontal component

Gobject

F

Fy Fy

-Fx

-Fz

Fx

-Fz

Fz

-FxFx

Fz

F

図 5 (a)3次元レオロジー物体に作用する特別な
内力 (b)点Gは線と面の交点である．線と
は，剛体がレオロジー物体に接する面の重
心を含み，剛体からの外力と方向成分が同
じ直線である．面とは，レオロジー物体の
重心Gobjectを含む水平面である．(c)内力
F は点Gから各質点に与えられる．それは
要素 Fx，Fy，Fz から構成される．(d)(a)
の切断面 P における Y軸方向の内力生成
を説明．剛体からの外力に対して，要素Fx，
Fy，Fz の内力，床の外力から要素 Fx，Fz

の内力が分配される．(e)(a)の切断面 P に
おけるY軸方向以外（ここでは X軸方向）
の内力生成を説明．剛体からの外力に対し
て，要素 Fx，Fy，Fz の内力，床の外力か
ら要素 Fx，Fz の内力が分配される．この
とき，X軸方向について，内力要素 Fx の
方向は外力要素のそれと逆に設定される．

Fig. 5 (a) There are two sets of special inter-
nal forces and its affected mass points
in a 3-D rheology object. (b) The
point G is the intersection between line
and plane. The line whose direction
coincides with the direction of exter-
nal force includes the center of gravity
of encountered area between rheology
and rigid objects. On the other hand,
the plane is the horizontal one includ-
ing the center Gobject of gravity. (c)
The internal force F from G to each
mass point and its three component
forces Fx, Fy and Fz. (d) Fx, Fy and
Fz for active external forces and Fx

and Fz for reactive external forces on
a sliced plane P . (e) Fx, Fy and Fz for
active external forces and Fx and Fz

for reactive external forces on a sliced
plane P . The direction of Fx is oppo-
site to the direction of X-component of
active force.
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図 6 (a)剛体の側面の格子の集合 (b)レオロジー
物体と剛体の格子が接する表面の関係 (c)
力 f∗ が加えられたとき，4つの力 fa，fb，
fc，fd の分配方法

Fig. 6 (a) A set of cells around a rigid body.
(b) A cell-based relationship between
encountered surfaces of a rheology ob-
ject and a rigid body. (c) An original
force f∗ is distributed into four forces
fa, fb, fc and fd.

10[cm]× 6[cm]× 10[cm](X,Y,Z軸)とし，仮想物体は
実物体の半分の大きさとした (5[cm]×3[cm]×5[cm])．
それゆえ，実物体の体積 (600[cm3]) は仮想物体の体
積 (75[cm3])の 8倍となる．本研究では，基本要素の
Voigt 部とダンパ部の長さの比を固定しているので，
基本要素が生み出す力は両端の質点間の距離と速度か

ら一意に定まる．これより，仮想物体の相似則は成立

し，仮想物体をX,Y,Z軸方向に等倍率で縮小拡大して
も問題は発生しない．最後に，本実験ではM = 6.0,
Mobject = 864 [g], N = 144を採用した．
ここでは，マニピュレータの手先に取り付けられた

剛体で，レオロジー物体は正確に押される (図 7(a))．
この形状変化は，3台のステレオビジョン・カメラシス
テムDigiclopsとそのソフトウェア開発キット (SDK)
で計測される．本実験では，前面と左右の横面の形状

を測定した．ここで，物体の形状やその押し方より対

称性が成り立つので，後面は前面と同形状とした．こ

のカメラ 1台で約 1000点以上の実物体の表面点群を
リアルタイムで取り込める．また，次の原始的な方法

で変形後の実レオロジー物体の体積を測る．まず，水

でボールを一杯にし，そこに変形した物体を入れる

(Fig.7(b))．次に溢れた水を計る．この結果，レオロ
ジー物体の体積は約 3%減少していることがわかった．
次に，仮想レオロジー物体は 5 × 3 × 5個の 6面体

で構成される．したがって，Digiclopsで測定した点

から仮想物体 (75個の 6面体の集合)までの最小距離
を計算するため，Lin-Canny algorithm [22]を用いた．
このとき，Digiclopsの計測誤差の上限は 0.05[cm]な
ので，それ以上の距離誤差のみ加算している．本研究

では，押している間と除重後の 4つの時刻の距離誤差
の合計 Sで評価する．ランダマイズドアルゴリズムで

距離誤差の合計 Sを最小化すると，2つの粘性要素と
1つの弾性要素に対応する係数 C1，C2，K が同定さ

れる [23]．

(a) (b)
図 7 (a) 実験システム: 実レオロジー物体はロ

ボット・マニピュレータの手先に取り付けれ
た剛体によって押される，そして変形形状
は 2 台の Digiclops によって測定される．
(b) 水を溢れさせることによって変形前と
変形後のレオロジー物体の体積を測定した
ときの写真

Fig. 7 (a)An experiment system: A real rhe-
ology object is pushed by a rectangu-
lar rigid body located at the tip of
a robotic manipulator, and deforma-
tion of its sides is measured by two
Digiclops cameras. (b)A photo when
we measure volume of a rheology ob-
ject before and after pushing by over-
flowed water.

3. 2 局所最小の係数集合を得るための最急降下法

1. 2つのパラメータTcalおよびTranを与える．Tcal

とは，ランダマイズドアルゴリズムを終了させる計算

時間の閾値である．一方，Tranとは，探索パラメータ

を∆だけ増加・減少させる回数である．
2. 探索範囲で係数K，C1，C2を初期化する．

3. 実物体と仮想物体の距離誤差の合計 Sを計算する．

4. 全ての近傍を見つけるため，K，C1，C2 を ∆だ
け増減させる．3つの係数だと 8つの近傍が得られる．
そして，それぞれの近傍を値 S で評価し，値 S が最

小の近傍を得る．

5. もし，この新しい最小値 S が現在の最小値 S よ

りも小さければ，K，C1，C2を∆だけ増減させてス
テップ 3にもどる．そうでなければ，現在の最小値 S

を得たK，C1，C2を局所最小解として，このアルゴ

リズムを終了する．

3. 3 提案のランダマイズドアルゴリズム

1. 3つの係数K，C1，C2 をKmin <= K <= Kmax，

Cmin
1

<= C1 <= Cmax
1 ，Cmin

2
<= C2 <= Cmax

2 の範囲で

ランダムに選択する．

2. 前述のアルゴリズムを用いて，選択された K，

C1，C2 から局所最小解を選び出し，Sran = S とす

る．そのとき，もし計算時間が Tcal よりも大きけれ

ば，アルゴリズムを終了し，そうでなければ，ステッ

プ 3へ進む．この計算時間とは，全ての処理（仮想物
体の変形，距離誤差の計算，ランダマイズドアルゴリ

ズムなど）に要した時間である．

3. 3つの係数K，C1，C2を，∆だけ Tran回ランダ

ムに増減させる．このとき，選択したK，C1，C2か

ら S を計算し，もし S <= Sran が成り立てば，ステッ

プ 2に戻り，そうでなければ，ステップ 3を続ける．
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図 8 (a)Y軸方向への押し込み距離 (b)X軸方向
への押し込み距離

Fig. 8 (a) Pushing distance along the Y-axis
direction. (b) Pushing distance along
the X-axis direction.

4. MSDモデルの比較結果

本章では，3種類のMSDモデルについて計算時間，
記憶容量，そして形状精度を比較する．仮想レオロ

ジー物体の変形を，3次元グラフィックス・アクセラ
レータボード (NVDPIA Quadro 2EX, 32MB) を搭
載した PC(CPU: Pentium4 2.26GHz, Main memory:
1024MB)で計算し，3次元グラフィックソフトウェア
Open GLで描画する．

4. 1 計算時間や記憶容量の評価

仮想空間では，実験で測定した4[s]間でレオロジー物
体を 2000回変形させている．これより，Runge-Kutta
法のサンプリングタイムは 2[msec]であることがわか
る．また，仮想物体の変形シミュレーションには約 40[s]
要する．これより，1回の変形計算に約 20[msec]要す
ることがわかる (表 1)．これはビデオレート (33[msec])
よりも十分小さいので，リアルなダイナミックアニメー

ションがオンラインで眺められる (表 1)．
第 2 章で述べたが，モデル 1と 3 の質点数は同じ

だがモデル 1と 2の質点数は異なる．各質点の力計算
は，複数の力を加算するだけなのでほとんど無視でき

るが，質点の位置を決定する積分計算は時間がかかる．

ここで，力計算は全ての質点に必要であるが，積分計

算はそうではない．例えば，床に接する質点や剛体に

接する質点の位置は，積分計算を用いなくても求めら

れる．また，モデル 2においては，格子の重心にある
質点に積分計算する必要はない．

前述の理由から，3つのモデルの計算時間は，積分計
算が必要な質点数Ncal = (Nx×Ny×Nz)−fout−(Nx×
Nz) (Nx, Ny, Nz: X，Y，Z軸の質点数，fout: 押す剛
体に接する質点数)に依存する．表 1に示すように，押
し方 1では，Ncal = (6×4×6)−12− (6×6) = 96(質
点数 6× 4 × 6)，182(7 × 5 × 7)，304(8 × 6 × 8)とな
る． そして，各々の計算時間は Ncal = (Nx × Ny ×

Nz) − fout − (Nx × Nz)に比例する．
3種類のモデルの質点数は等しいため記憶容量は同

じである．モデル 2において，重心の質点は常に重心
にあるため，メモリを確保することなくそれを計算で

きる．記憶容量mは，質点の記憶容量mN (N : 質点
数)，C++ Compiler(VCC++6.0)といったソフトウェ
アの記憶容量mS を統合したものである．前者は質点

数に比例するが，後者は不変である．表 1の結果から，
mS = 19000[KB]，mN = 16 × N [KB]となった．

表 1 PC(CPU:Pentium4 2.26GHz, Main
memory:1024MB)における 1回の変形に
必要な計算時間 [msec]と記憶容量 [KB]

Table 1 Calculation time [msec] and memory
storage [KB] per one deformation in
PC (CPU: Pentium4 2.26GHz, Main
memory: 1024MB)

Calculation time for the first pushing [msec]

Number of total masses [6×4×6] [7×5×7] [8×6×8]
(model 1) 18.508 35.125 60.316
(model 2) 19.553 37.141 62.805
(model 3) 18.790 35.860 60.328

Memory storage [KB]
(model 1) 21416 23044 25260
(model 2) 21452 23048 25360
(model 3) 21492 23044 25315

4. 2 レオロジー物体の形状精度の評価

本章では，まずランダマイズドアルゴリズムで良好

な 3つの係数を選択し，次に仮想物体の変形精度を評
価する．そのため，同じアルゴリズム，同じパラメー

タ∆ = 10，Tcal = 30 [hour]，Tran = 100[number]
を用いる．ランダマイズドアルゴリズムの探索範囲

は，[Kmin, Kmax]，[Cmin
1 , Cmax

1 ]，[Cmin
2 , Cmax

2 ] を
[100,3000]，[500,10000]，[500,20000]とする．この範
囲を∆ = 10で分割すると，537225000点の探索点が
誕生する．∆ = 10は，実験を重ねた上で最も良好だっ
たので採用した．もし，∆ < 10を採用すると，探索
点が増加し，良好な点を見つけるのに範囲が大きすぎ

る．一方，∆ > 10を採用すると，探索点が大きすぎ
て，良好な点を見つけるのに精度が悪すぎる．

ある 3係数について，実物体と仮想物体の違いを計
算するには，約 40[s]の時間を要する．本研究では，3
つの係数を計算するのに Tcal = 30 [hour]を使用し
たので，探索可能な点は約 2700点となった．このこ
とから探索密度が小さいので，Tran = 100[number]
とし，さらに現在の距離誤差 Sが，今までの距離誤差

Sran よりも小さければ初期値として採用しないとい

うアルゴリズムを用いた．

レオロジー物体を押したり離したりして，その形状

変化の特性を確かめる．本研究では，2種類の押し方
を利用する．両方の押し方とも，Y軸方向のみに押す
ものとする．押し方 1では，剛体の右端と左端で同時
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に押している (図 9)．実物体と仮想物体の距離誤差や
体積精度は表 2，除重後の形状変化を図 10に示す．表
2と図 10が共に示すように，形状や体積の精度はモ
デル 3が最良であった．

Y

Z
X

(0,0,5) (5,0,5)

(0,3,0) (5,3,0)

(5,0,0)

0.6
1.0

(a)

(b)

(c)

ratio

0.4

図 9 押し方 1 (a)3次元 (b)前面 (c)上面
Fig. 9 (a) 3-D view for the first pushing. (b)

Front view. (c) Upper view.

表 2 押し方 1での 3つのモデルの測定結果
Table 2 Calibration results for the first push-

ing in three models. (S: The sum of
error distances)

The number of captured points is N = 15235

Calibration S S/N K C1 C2 V olume
result [cm] [cm] [gf/cm3] [gfs/cm3] [cm3]

(model 1) 2097.40 0.138 1990 510 3470 68.49
(model 2) 2308.62 0.152 1720 1300 780 83.88
(model 3) 1785.78 0.117 3000 1380 1550 69.95

The number of points whose errors are more than 0.25cm
first second third fourth total

(model 1) 513 381 335 267 1496
(model 2) 498 1451 459 388 2796
(model 3) 266 224 242 177 895

(b) (c)(a) (d)

front

left

back

right

top

図 10 押し方 1 での実物体と仮想物体の距離誤
差．(a)実レオロジー物体．(b)，(c)，(d)
仮想レオロジー物体 (モデル 1,2,3)．灰色
の点は距離誤差が大きいところを示す．

Fig. 10 The distance error between real and
virtual rheology objects for the first
pushing. (a) Real rheology object.
(b),(c),(d) Virtual rheology objects
which are colored by gray, whose er-
rors are larger in the proposed models
1, 2 and 3.

押し方 2は，剛体の右端と左端で時間差を与えて押

すものである (図 11)．実物体と仮想物体の距離誤差
や体積精度は表 3，除重後の形状変化を図 12に示す．
表 3と図 12が共に示すように，形状や体積の精度は
同じくモデル 3が最良であった．
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図 11 押し方 2 (a)3次元 (b)前面 (c)上面
Fig. 11 (a) 3-D view for the second pushing.

(b) Front view. (c) Upper view.

表 3 押し方 2での 3つのモデルの測定結果
Table 3 Calibration results for the second

pushing in three models. (S: The
sum of error distances)

The number of captured points is N = 14551

Calibration S S/N K C1 C2 V olume
result [cm] [cm] [gf/cm3] [gfs/cm3] [cm3]

(model 1) 2483.15 0.171 1970 510 3470 67.95
(model 2) 2746.35 0.189 1780 980 720 88.95
(model 3) 2051.96 0.141 1950 7520 8930 70.28

The number of points whose errors are more than 0.25cm
first second third fourth total

(model 1) 1260 983 724 751 3718
(model 2) 1002 1629 755 832 4218
(model 3) 837 604 496 485 2422

(b) (c)(a) (d)

front

図 12 押し方 2 での実物体と仮想物体の距離誤
差．(a)実レオロジー物体．(b)，(c)，(d)
仮想レオロジー物体 (モデル 1,2,3)．灰色
の点は距離誤差が大きいところを示す．

Fig. 12 The distance error between real and
virtual rheology objects for the sec-
ond pushing. (a) Real rheology ob-
ject. (b),(c),(d) Virtual rheology ob-
jects which are colored by gray, whose
errors are larger in the proposed mod-
els 1, 2 and 3.

5. おわりに
本論文では，3種類のMSDモデルで仮想レオロジー

物体を表現し，多数の実験データに基づくランダマイ

ズドアルゴリズムで良好な 3係数を選定した．変形中
のレオロジー物体の力伝播は，MSDモデルより効率
的に計算され，その変形は PC上で観察できる．さら
に，今回選択した押し方では，仮想物体の形状や体積

は実物体のそれらと近いものになった．力を加える方

向が Y軸方向で，かつ力がそれほど大きくない場合，
形状と体積の精度が最良なのはモデル 3であった．
今後の課題としては，3次元 4面体構造モデル [2]と

の比較，および別の基本要素 (例えば，マス・バネ要
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素，および VoigtとMaxwellの要素 [18], [20])でのモ
デリングなどがある．また，未知係数のキャリブレー

ションアルゴリズムとして GA (Generic Algorithm)
を採用することも今後の課題である．
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Abstract
In this paper, we propose and compare three kinds of mass-spring-damper (MSD) models of rheology object,

and experimentally select the best model concerning to shape deformation and volume accuracy. The MSD model
requires a few costs to calculate force propagation and shape deformation of rheology object. For this reason, the
dynamic animation can be made by a personal computer within the video-frame rate (about twenty milli-seconds).
Moreover, in order to maintain deformation precision, we calibrate all coefficients of dampers and springs under
many experimental data by the randomized algorithm. Then in the set of simple pushing experimental operations,
shape deformation and volume of virtual rheology object based on the best model is similar to these of real
rheology object. This is a case study to generate dynamic animation efficiently and precisely by the MSD model.

1. Introduction

Real-time simulation of deformable object is a younger field.
Dynamic animation is indispensable in robotics and virtual
reality, which has been aggressively used in tele-operation,
humanoid, assembly and task planning, computer animation,
game and amusement and so on. The key trade-off occurs
between calculation time and deformation/propagation ac-
curacy. In general, shape deformation should be calculated
in 33 milli seconds for the video-frame rate, and furthermore
force propagation should be calculated in a few milli seconds
for the haptic rendering. If this trade-off is broken, the ani-
mation becomes off-line, otherwise, it becomes on-line. The
performance of modern computer and graphics hardware
has made physical-based animation possible in real time.
But even with today’s best hardware and most sophisticated
technique 1,2,3, only a few hundred elements with small de-
formations have been simulated in real-time. To represent
models of elastic and visco-elastic objects, we have used
one of four approaches, i.e., the mass-spring-damper (MSD)
method 4,5,6,7, the finite difference method (FDM) 8, the
boundary element method (BEM) 9,10, and the finite element
method (FEM) 11,12,13,14,15. The computation efficiency de-
creases in this order, and the deformation/propagation ac-

curacy increases in this order. To solve such a trade-off be-
tween computation efficiency and shape accuracy, almost all
the researchers focus on FEM to save computational com-
plexity.

As the opposite major flow, we focus on MSD while
maintaining deformation precision in this paper. First of all,
we consider a rheology object and its deformation. Since a
rheology object always leaves a residual displacement, its
model should keep the displacement by many kinds of push-
ing operations. Although elastic and visco-elastic objects
have been aggressively modeled, but a rheology object is sel-
dom modeled 16,17. Also, calibrating many kinds of models
from a lot of experimental data is not still established 6,7.

On the observation, we propose an efficient MSD method
for representing flexible deformations precisely. In order
to watch shape deformation of rheology object within the
video-frame rate (about 20 ms), we adopt the MSD. It is
more efficient than the other models. They are typically done
off-line, that is, computers spend a few seconds, minutes or
hours to arrive at a single answer. The main defective point
of MSD for the practical purpose is the lack of deformation
accuracy. To overcome this problem, we calibrate three coef-
ficients of each element from many experimental data, which

c© The Eurographics Association 2003.



Hiroshi Noborio, Ryo Nogami and Ryo Enoki / Deform

consists of one spring and two dampers. As the calibration
approach, we adopt the randomized algorithm to investigate
a set of good coefficients from deformations by many push-
ing operations 18,19.

In this paper, section 2 describes a basic voxel/lattice
structure which consists of three elements, i.e., two dampers
and one spring. In addition, we explain how to calculate
shape deformation and force propagation in the structure.
Three elements are dependently used in the dynamic equa-
tion. It is represented as the quadratic differential equation.
This can be approximately calculated by the fourth-ordered
Runge-Kutta method. Moreover, we propose two extended
structures composed of the same elements. Section 3 ex-
plains how to calibrate three coefficients of each element. In
section 4, we compare three virtual rheology models with the
real rheology object pushed by simple operations. First of
all, we explain how to evaluate each difference between real
and virtual rheology objects. Then, by an efficient random-
ized algorithm based on the difference, we calibrate three el-
ement coefficients so as to construct a virtual rheology object
flexibly. Finally in section 5, we will give a few conclusions
and future works.
2. Three Kinds of Mass-Spring-Damper Models

In this section, we propose three kinds of mass-spring-
damper (MSD) models. First of all, we introduce our ele-
ment with two dampers and one spring. Then, we explain
three kinds of MSD models. The model 1 forms a basic
voxel/lattice structure with three lengths of elements. In this
model, we explain how to calculate propagation of internal
forces in each rheology object. In order to maintain the vol-
ume constant condition in the model 2, we exchange four
longest elements with eight half-length elements in each
voxel in the model 1. In order to deform a few parts whose
differences of virtual and real rheology objects are too large
in the model 3, we add a set of extra internal forces initially
in the model 1. Finally, we propose a digitalized approach to
transmit a set of active external forces from a rigid body to a
rheology object via their encountered surface. The rheology
object is digitalized as a lot of mass points. Therefore, we
develop a virtual (digital) force transmission which approxi-
mates to a real (analog) force transmission.
2.1. Our Element with Voigt Model and Damper

First of all, we introduce our element which consists of Voigt
model and damper serially as shown in Fig.1. This is simi-
lar to elements proposed in two researches 16,17. In the paper
16, the element is tried, which consists of Voigt and Maxcell
models serially. In the paper 17, the element is investigated,
which consists of Voigt model and an adaptive damper se-
rially. The adaptive damper flexibly controls coefficient of
damper during pushing and releasing operations. In our ele-
ment, the left Voigt model represents viscosity and elasticity,
and the right damper expresses some residual displacement.
The former Voigt model generates many kinds of elastic and
visco-elastic materials. The latter damper makes many prop-
erties of rheology object.

C2 M
K

C1

Figure 1: Our basic element with two dampers and one
spring.

We briefly introduce what kinds of properties three coef-
ficients generate. The larger the coefficient K is, the stronger
the elasticity is. K controls displacement of deformation
behavior. Moreover, the larger the coefficient C1 is, the
stronger the viscosity is. C1 controls speed of the behav-
ior. Finally, the larger the coefficient C2 is, the larger the
residual displacement is. If C2 is small enough, the object
appears elastic or visco-elastic property. On the other hand,
if C2 is large enough, the object appears plastic property.
Furthermore, if K, C1, C2 are adequately selected within
[100,3000], [500,10000], [500,20000], the virtual rheology
object pushed freely is stably deformed as Fig.2(a). If some
of K, C1, C2 are too large, each element becomes unstable
and consequently the shape of rheology model is crushed
as Fig.2(b). If K, C1, C2 are too small, each element looses
elasticity, viscosity, and residual displacement, respectively.

(b)(a)

Figure 2: (a) A stable shape of a rheology model. (b) An
unstable shape of the model.

2.2. A Basic Voxel/Lattice Model (Model 1)

A rheology object deforms in a 3-D environment. In order to
describe several kinds of deformations flexibly, we adopt a
symmetric voxel/lattice structure to describe a rheology ob-
ject 16,17. In the structure, let us distribute mass points uni-
formly in a rheology object whose intervals are the same
along X, Y, and Z axes (Fig.3(a)). Let N be the number of
mass points and Mob ject be the total mass of rheology ob-
ject. Therefore, each mass is given by M = Mob ject/N.

In our experiment, a real rheology object is made by mix-
ing wheat flour and water. The rheology object (10cm × 6cm
× 10cm divisions) is horizontally and vertically two times
larger than its virtual rheology object (5cm × 3cm × 5cm
divisions). Here, the unit length l is defined as 1cm in a vir-
tual environment. Therefore, the former volume (600 [cm3]
= water weight [g]) is eight times larger than the latter vol-
ume (75 [cm3]). In the experiment, we use M = 6.0, Mob ject
= 864 [g], N = 144 (= 6 × 4 × 6).

The elements are inserted between all the neighboring
mass points as illustrated in Fig.3(b). The virtual rheology
object is deformed by expanding and contracting all the el-
ements. Let Pi, j,k be position vector corresponding to mass
point (i, j,k) (1 ≤ i ≤ 6, 1 ≤ j ≤ 4 and 1 ≤ k ≤ 6). Let us

c© The Eurographics Association 2003.
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(a)
X

Y

Z

neighboring point
many basic elements

k+1
k

k-1

i-1 i i+1

j

j+1

j-1

Pi,j,k

(b)
Figure 3: (a) A voxel/lattice model of rheology object (b)
Neighboring mass points connecting by many basic ele-
ments.

derive quadratic differential equation of each mass at Pi, j,k.
Each internal force acting on Pi, j,k by the element between
Pi, j,k and its neighboring point Pi+α, j+β,k+γ is denoted by

Fα,β,γ
i, j,k . For each mass point, 6 elements whose distance is

denoted as l (=1cm), 12 elements whose distance is denoted
as

√
2l (=

√
2cm), and 8 elements whose distance is denoted

as
√

3l (=
√

3cm) are located. Therefore, total internal force
Fe

i, j,k acting on Pi, j,k is given by the sum of 26(= 6 + 12 +

8) internal forces Fα,β,γ
i, j,k . Moreover, if the sum of active ex-

ternal forces at Pi, j,k is denoted by Fα
i, j,k, we can obtain the

following quadratic differential equation. This summation is
not so expensive on calculation time.

MP̈i, j,k = Fe
i, j,k +Fα

i, j,k (1)

In order to calculate next position Pi, j,k (1 ≤ i ≤ 6, 1 ≤
j ≤ 4 and 1≤ k ≤ 6) at each mass, we should solve the above
differential equation. This is done by the fourth Runge-Kutta
method, but it is expensive. If a human operator gives an ac-
tive external force at a mass point, its next position is cal-
culated. By the expanding and contracting its neighbor ele-
ments, adequate internal forces are received at all connecting
masses. Then, their next positions are calculated in parallel.
This serial or parallel propagation starts from a set of pushed
masses. Finally after determining all mass positions, we can
describe a pushed virtual object in a 3-D graphics PC.

Fe
i, j,k = ∑

α,β,γ∈{−1,0,1}
(α,β,γ)�=(0,0,0)

Fα,β,γ
i, j,k (2)

We note that mass positions on an encountered surface
between a rheology object and its pushing rigid body, and
on the whole floor are fixed. This means the integrations by
the Runge-Kutta method can be neglected at these points.

Finally in this model and the other models described in
previous works 16,17, we understand that shape of a cal-
culated (virtual) rheology object unfortunately differs from
shape of a practical (real) one. The shape differences mainly
occur at two areas: (1) upper side around pushing surface;
and (2) four sides of rheology object. This phenomenon oc-
curs because of weak expansion forces. The reason is that
volume of an experimental (real) object is always larger than
volume which is eight times larger than volume of a calcu-
lated (virtual) object. To overcome this drawback, we con-
struct two kinds of models in the following paragraphs.

2.3. Voxel/Lattice Model Including Volume Constant
Condition in the Model 1 (Model 2)

In our previous work 20, we understand shape of a calcu-
lated (virtual) rheology object is not easily much the same
as shape of an experimental (real) object. Especially, eight
times larger volume of the former object is too small against
volume of the latter object after the releasing. To overcome
this drawback, we expand volume of each voxel by vol-
ume constant condition. The volume constant condition ex-
tends a voxel during deformation by eliminating four longest
elements (whose distances are to be

√
3cm as shown in

Fig.4(a)) and adding eight half-length elements from its cen-
ter of gravity to eight vertices (whose distances are to be√

3/2cm as illustrated in Fig.4(b)).

This technique has been already used in a mass-spring
model 12. This controls the isotropy or anisotropy of some
elastic material. This idea can be straightforwardly extended
to a mass-spring-damper model as this paper. Three coeffi-
cient of K, C1 and C2 in each of eight shorter elements are
defined by multiplying α to K, C1 and C2 in each of four
longest elements. Note that α is set as 0.5 because each of
four elements is two times longer than each of eight ele-
ments.

(a)
The center of gravity

(b)
Figure 4: (a) Four longest elements always connect two op-
posite vertices in a voxel. (b) Eight shorter elements connect
from the gravity center of a voxel to its eight vertices.

2.4. Voxel/Lattice Model Adding Extra Internal Forces
in the Model 1 (Model 3)

With the support of volume constant condition, eight times
larger volume of virtual (calculated) rheology object is sim-
ilar to that of real (experimental) rheology object. How-
ever, this property is not always stable. It depends on the
set of coefficients. The virtual object volume is sometimes
too large because of stronger diagonal forces within each
voxel. Moreover, shape of the former object still differs from
that of the latter object. Especially, the swelling of four sides
and that beside pushing surface are not enough. To overcome
this tendency, we propose the model 3 to add extra internal
forces into all mass points neighboring pushed mass points
on the rigid body and the floor. The set of internal forces
at masses neighboring masses pushed by a rigid body is the
same against the set of active external forces received from
the rigid body. Also, the set of internal forces neighboring
masses on the floor is the same against the set of reactive
external forces received from the whole floor.

In this paragraph, we explain how to calculate two kinds
of extra internal forces in this model. If a rheology object
is pushed by a rigid body, a volume between pushed area

c© The Eurographics Association 2003.
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on the upper side and the bottom side on the floor is forced
out. To express this phenomenon, we add two sets of special
internal forces initially (Fig.5(a)). One is a set of internal
forces at mass points neighboring upper mass points pushed
by active forces Fact from a rigid body, and another is a set
of internal forces at mass points neighboring bottom mass
points pushed by reactive forces Frea from a floor.

First of all, at each mass point neighboring mass point
pushed by a rigid body along the vertical axis, e.g., Y-axis,
we consider an extra internal force F whose direction is from
G to the mass point. The point G is the intersection between
line and plane (Fig.5(b)). The line includes the gravity cen-
ter of encountered area between rheology and rigid objects,
whose direction is coincident with a pushing direction. In
this paper’s experiments, the direction is restricted along the
vertical axis, i.e., Y-axis. On the other hand, the plane is
defined as the horizontal plane including the gravity center
Gob ject of rheology object, i.e., XZ-plane. Then, we decom-
pose each extra internal force F into three components Fx, Fy

and Fz (Fig.5(c),(d)). As contrasted with this, at each mass
point neighboring mass point pushed from the floor along
the vertical axis, i.e., Y-axis, we consider another special in-
ternal force F whose direction is from G to the mass point.
Then, we decompose each extra internal force F into Fx and
Fz (Fig.5(c),(d)).

Secondly, at each mass point neighboring mass point
pushed by a rigid body along one of the other axes, e.g.,
X-axis and Z-axis, we independently consider an extra inter-
nal force F whose direction is from G to the mass point. In
addition, we decompose each extra internal force F into Fx,
Fy and Fz (Fig.5(c),(e)). Finally, we reverse direction of the
Fx along X-axis. As contrasted with this, at each mass point
neighboring a mass point pushed from the floor along one
of the other axes, e.g., X-axis and Z-axis, we independently
consider another extra internal force F from G to the mass
point. Moreover, we decompose each special internal force
F into Fx and Fz (Fig.5(c),(e)). Finally, we reverse direction
of the Fx along X-axis.

All masses neighboring masses on a rigid body are re-
ceived by larger internal forces, whose distances are the
unit length. Also, all messes neighboring masses on the
rigid body are received by smaller internal forces, whose
distances are

√
2 times larger than the unit length. In

Fig.5(d),(e), the former masses are described as larger black
circles, and the latter masses are illustrated as smaller black
circles. The ratio between larger and smaller forces is 2 : 1.
The sum of additional internal forces running at all the
masses is the same against the sum of external active forces
at masses around the rheology object pushed by the rigid
object. Moreover, all masses neighboring masses on a rigid
floor are received by larger internal forces, whose distances
are the unit length. Also, all messes neighboring masses
on the rigid floor are received by smaller internal forces,
whose distances are

√
2 times larger than the unit length.

In Fig.5(d),(e), the former masses are described as larger
squares, and the latter masses are illustrated as smaller
squares. The ratio between larger and smaller forces is 2 : 1.
The sum of additional internal forces running at all the
masses is the same against the sum of external reactive
forces at masses around the rheology object pushed by the
rigid floor.

In all trials, two kinds of special internal forces are ini-
tially added into the model 1. Therefore, we never add any
external force after pushing a rheology object. For this rea-
son, the sum of internal forces in the rheology object is al-
ways constant after pushing. As a result, the conservation
law of momentum is exactly maintained during the defor-
mation.

2.5. A Digital Operation Pushing a Rheology Object by
a Rigid Body

The advantage of MSD model is to calculate force propaga-
tion and shape deformation efficiently. For this reason, we do
not like to divide a virtual rheology object into a lot of vox-
els. As long as the number of voxels increases, calculation
cost and memory storage in three models increase exponen-
tially. To overcome this calculation explosion, we propose a
digital operation pushing a rheology object by a rigid body.

In this research, we flexibly push a virtual rheology object
by a rigid body, which are digitalized by the unit length l.
First of all, surface around a rigid body is uniformly digital-
ized by the unit length l as illustrated in Fig.6(a). In general,
since width and length of the surface cannot be divided ex-
actly, rests m and n appear at ends of the surface (m,n ≤ l).
For this reason, there are major mass points, e.g., f ∗3 , and
are minor mass points, e.g., f ∗1 , f ∗2 and f ∗4 around the sur-
face. On the other hand, surface around a rheology object is
also uniformly digitalized by the unit length l as illustrated
in Fig.6(b). In this research, so as to keep a selected force
precisely, we push a rheology object by a rigid body located
on the tip of a robotic manipulator.

After transmitting many active forces from a digitalized
rigid body to another digitalized rheology object, the rheol-
ogy object starts to deform. In general, each active force f ∗
around the rigid body usually hits inside a cell around the
rheology object. Therefore, a major force f ∗ should be dis-
tributed into four forces fa, fb, fc and fd at four vertices of
a cell around the rheology object (Fig.6(c)). Moreover, mag-
nitudes of four forces fa, fb, fc and fd are determined as fol-
lows: First of all, we define the total force received by each
cell as the area F = l2. Secondly, we determine fa = s× t
[area a] if 0.25× l ≤ s and 0.25× l ≤ t, we regard fb =
(l− s)× t [area b] if s ≤ 0.75× l and 0.25× l ≤ t, we select
fc = (l− s)× (l− t) [area c] if s ≤ 0.75× l and t ≤ 0.75× l,
and finally we find fd = s×(l−t) [area d] if 0.25× l ≤ s and
t ≤ 0.75× l. Overall, magnitudes of four forces linearly cor-
respond to their opposite areas. For example, magnitudes of
fa, fb, fc and fd are linearly determined as areas a, b, c and
d (Fig.6(c)). Moreover, we should consider a minor force f ∗
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Figure 5: (a) There are two kinds of special internal forces
affecting a virtual rheology object. (b) The point G is the in-
tersection between line and plane. The line passes through
the gravity center of encountered area between rheology and
rigid objects, whose direction equals to the pushing direc-
tion. In this research, the line is limited in the vertical axis,
i.e., Y-axis. On the other hand, the plane is defined as XZ
horizontal plane including the gravity center Gob ject of rhe-
ology object. (c) An extra internal force F generated by an
active external force consists of three components Fx, Fy and
Fz. As contrasted with this, an extra internal force F gener-
ated by a reactive external force consists of two components
Fx and Fz. (d) Fx, Fy and Fz at masses denoted as black cir-
cles are made for active external and vertical forces by a
rigid body on an arbitrary sliced plane P. The magnitude
of forces at larger black circles is twice bigger than that of
forces at smaller black circles. On the other hand, Fx and Fz

at masses denoted as squares are made for reactive external
and vertical forces by a whole floor on an arbitrary sliced
plane P. The magnitude of forces at larger squares is twice
bigger than that of forces at smaller squares. (e) Fx, Fy and
Fz at masses denoted as black circles are made for active ex-
ternal and horizontal forces by a rigid body on an arbitrary
sliced plane P. Fx is to be the opposite force of X-component
of the active force. The magnitude of forces at larger black
circles is twice bigger than that of forces at smaller black
circles. On the other hand, Fx and Fz at masses denoted as
squares are made for reactive external and horizontal forces
by a whole floor on an arbitrary sliced plane P. Fx is to be
the opposite force of X-component of the active force. The
magnitude of forces at larger squares is twice bigger than
that of forces at smaller squares.
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f*4 f*1
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fd fa

fb

f*3

Figure 6: (a) A set of cells around a rigid body. (b) A cell-
based relationship between encountered surfaces of a rhe-
ology object and a rigid body. (c) An original force f ∗ is
distributed into four forces fa, fb, fc and fd.

located in the margin of pushing area. That is, we consider a
horizontal force f ∗h = m/l× f ∗ if 0.25× l ≤ m, e.g., f ∗2 , we
consider a vertical force f ∗v = n/l × f ∗ if 0.25× l ≤ n, e.g.,
f ∗4 , and we regard a diagonal force f ∗d = (m2 +n2)/l2 × f ∗
if 0.25× l ≤ m and 0.25× l ≤ n, e.g., f ∗1 (Fig.6(a)). This
approach is an approximated transformation based on the
balance of all analog forces and their distances via a digi-
tal encountered surface.

3. Modified Randomized Algorithm for Calibrating C1,
C2 and K

The defective point of MSD is accuracy of force propagation
and shape deformation. To overcome this, we calibrate K, C1
and C2 by minimizing the difference between shape defor-
mations of real and virtual rheology objects in our modified
randomized algorithm.

3.1. How to Calculate Shape Difference Between Real
and Virtual Rheology Objects

In this research, a rheology object is precisely pushed by
a rigid body located at the tip of a robotic manipulator
(Fig.7(a)). The deformation, that is, the sequence of shapes
is measured by two stereo vision camera systems Digiclops
and its software development kit (SDK) Triclops (provided
by Point Grey Research Inc, Canada). Each captures about
three or more thousand points as shape of real rheology
object in the real-time manner. After capturing the shape
deformation, we finally measure how much total volume
is changed before pushing and after releasing the rheol-
ogy object. For this purpose, we use the following primitive
method. First of all, we fill a ball with water, and then drop a
deformed object into the ball (Fig.7(b)). Secondly, we gather
overflowed water and measure its weight by a precise elec-
tric balance. As a result, we can understand volume of rhe-
ology object always decreases by about three percentages.

In order to evaluate a difference between real and virtual
rheology objects, we summarize minimum distances from
captured points to their nearest surfaces around a virtual rhe-
ology object. A virtual object consists of 5 × 3 × 5 hexahe-
drons which are individually deformed from initial cubes.
Therefore in order to evaluate the difference, we calculate
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(a) (b)
Figure 7: (a)An experiment system: A real rheology object
is pushed by a rectangular rigid body located at the tip of
a robotic manipulator, and deformation of its sides is mea-
sured by two Digicrops cameras. (b)A photo when we mea-
sure volume of a rheology object before pushing and after
releasing by overflowed water.

the minimum of 5 × 3 × 5 shortest distances for each cap-
tured point to all hexahedrons by Lin-Canny closest point
algorithm 18, and then we calculate the sum S of all the min-
imum distances for all captured points, which are smaller
than the average error 0.05cm of Digiclops. In our calibra-
tion, we use the sum of four S at four times during push-
ing and after releasing. By minimizing the total sum in an
efficient randomized algorithm, we can obtain a better set
of three coefficients K, C1 and C2 of two dampers and one
spring.

3.2. A Steepest Descendent Method

1. Two parameters Tcal (threshold of calculation time) and
Tran (driving distance of random walk) are given in advance.
2. Initialize coefficients K, C1 and C2 in a 3-D search space.
3. We calculate shape difference S between real and virtual
rheology objects.
4. In order to find all the possible neighbors, we decrease
and increase K, C1 and C2 by ∆. In this 3-D case, we ob-
tain eight possibilities, that is, (K+∆, C1+∆, C2+∆), (K+∆,
C1+∆, C2-∆), (K+∆, C1-∆, C2+∆), (K+∆, C1-∆, C2-∆), (K-
∆, C1+∆, C2+∆), (K-∆, C1+∆, C2-∆), (K-∆, C1-∆, C2+∆) and
(K-∆, C1-∆, C2-∆). Then, after calculating all sums at all the
neighbors, we select their minimum.
5. If the minimum is smaller than S obtained in step 3, we
move to the neighbor with the minimum by decreasing or in-
creasing K, C1 and C2 by ∆, and return to step 3. Otherwise,
the algorithm finishes.

3.3. Our Randomized Algorithm

1. We select arbitrary K, C1 and C2 within a given 3-D search
space, whose ranges are Kmin ≤ K ≤ Kmax, Cmin

1 ≤ C1 ≤
Cmax

1 and Cmin
2 ≤C2 ≤Cmax

2 .
2. We calculate the S for the K, C1 and C2. By the steepest
descendent method described above, we get one of the local
minima whose value is the smallest S and set Sran = S. Then,
if calculation time equals to or is larger than Tcal , the algo-
rithm ends, otherwise, move to step 3.
3. We randomly increase and decrease three coefficients K,
C1 and C2 Tran times by ∆. Then, we calculate S for K, C1
and C2. Then, if S ≤ Sran is satisfied, we return to step 2,
otherwise, continued to step 3.

4.0

6.0

vertical difference (cm)

time (s)1.0 2.0 3.0

calibrating time

4.0

horizontal difference (cm)

time (s)1.0 2.0 3.0

calibrating time

(a)

(b)

second pushing (right side)

second pushing (left side)
first pushing

2.0

second pushing

first pushing

Figure 8: Two pushing operations are described as the gray
and black lines. The vertical/horizontal differences of push-
ing and releasing are described as the whole and dot lines.
(a) Y-axis direction. (b) X-axis direction.

4. Comparative Results

In this section, we compare three MSD models with each
other concerning to computation time, memory storage and
shape accuracy. The deformation of virtual rheology ob-
ject is calculated and visualized by a 3-D graphics software
OpenGL in a personal computer (CPU: Pentium4 2.26GHz,
Main memory: 1024MB) with a 3-D graphics acceleration
board (NVDPIA Quadro 2EX, 32MB).

4.1. Computation Complexity

As mentioned previously, a real rheology object pushed and
released by a rigid body deforms during 4 seconds in all
the experiments. On the other hand, 2000 deformations of
a virtual rheology object under the models 1, 2, and 3 are
calculated during about 40 seconds in the CG environment.
As shown in Table 1, we check calculation time less than
20 milli-seconds per one deformation. The speed is enough
to make dynamic animation because it is smaller than the
video-frame rate, i.e., 33 milli-seconds. Furthermore, we
show memory storage of the models 1, 2 and 3 is too small
and also relatively constant (Table 1).

The numbers of masses and elements in the models 1 and
3 are the same, but numbers of masses and elements in the
models 1 and 2 differ from each other. As mentioned pre-
viously, force calculation at each mass is not expensive, but
position calculation at the mass is time consuming because
of solving the differential equation. The force calculation is
always necessary in all the elements, but the position calcu-
lation is not always necessary in all the masses. For exam-
ple, since position of each mass on the floor and the pushing
body is fixed and can be calculated without the integration.
Moreover in the model 2, since the mass position within each
voxel is calculated as the gravity center of the voxel, the in-
tegration is not necessary.

For this reason, calculation costs of three models totally
depend on the number of mass points Ncal = (Nx ×Ny ×
Nz)− fout − (Nx ×Nz) (Nx, Ny, Nz: the numbers of masses
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along X, Y, Z axes, respectively, fout : the number of masses
pushed by a rigid body). As shown in Table 1, since fout = 12
is in the first pushing under the 6×4×6 model, the number
of masses to need the integration is denoted as Ncal = (6×
4×6)−12− (6×6) = 96. Similarly, the number of masses
to need the integration is denoted as 182 and 304 for 7×5×
7 and 8× 6× 8 models, respectively. As described in Table
1, calculation time of each model is proportionally evaluated
by the equation Ncal = (Nx ×Ny ×Nz)− fout − (Nx ×Nz).

Since numbers of mass points in three kinds of models
are almost the same, memory storage is also the same. The
memory storage m is approximately evaluated by summing
the mass storage mN (N: the number of masses) and basic
software storage mS including C++ compiler (VC++ 6.0).
The former is proportional to the number of masses, but the
latter is invariable. Using the results in Table 1, we calculate
mS = 19000[KB] and mN = 16×N[KB].
Table 1: Calculation time [msec] per one deformation and
memory storage [KB] in PC (CPU: Pentium4 2.26GHz,
Main memory: 1024MB)

Calculation time for the first pushing [msec]
Number of total masses [6× 4× 6] [7× 5× 7] [8× 6× 8]

(model1) 18.508 35.125 60.316
(model2) 19.553 37.141 62.805
(model3) 18.790 35.860 60.328

Memory storage [KB]
(model1) 21416 23044 25260
(model2) 21452 23048 25360
(model3) 21492 23044 25315

4.2. Deformation Accuracy

In this paragraph, we describe a global aspect of a rheology
object by changing three coefficients. In the same random-
ized algorithm, we use the same parameters ∆ = 10, Tcal =
30 [hour], and Tran = 100[number]. The search space
consists of three intervals [Kmin,Kmax], [Cmin

1 ,Cmax
1 ] and

[Cmin
2 ,Cmax

2 ] which are defined by [100,3000], [500,10000]
and [500,20000]. If each interval is divided by ∆ = 10,
the search space includes candidate points whose number
is 537225000. The resolution ∆ = 10 is experimentally se-
lected in order to find the optimal or a near-optimal solution.
If ∆ < 10, the number of candidate points is too large to find
the solution. If ∆ > 10, the magnitude of voxel resolution is
too large to find it.

To calculate the sum of differences between real and
virtual rheology objects at each candidate point, we need
about 40 seconds. In this research, we use Tcal = 30 [hour]
to investigate a better set of three coefficients, and there-
fore we can check candidate points whose number is about
2700. The search density is too sparse and therefore the ran-
domized algorithm selects a near-optimal solution by using
Tran = 100[number] and eliminating candidate points whose
sum S is larger than the present minimum sum Sran.

In order to ascertain goodness of pushing a rheology ob-
ject by a rigid body, we prepare two kinds of pushing. In both

operations, external forces at masses around a rheology ob-
ject act along the Y-axis. In the first operation, all masses
around a rheology object are simultaneously pushed by a
rigid body (Fig.9). In this case, we compare which model
is the best. Shape and volume differences between real and
virtual rheology objects are given in Table 2, and also shapes
of both objects after releasing are described in Fig.10. As
shown in Table 2 and Fig.10, the model 3 is the best con-
cerning to shape accuracy and volume consistency.

Y

Z
X

(0,0,5) (5,0,5)

(0,3,0) (5,3,0)

(5,0,0)

0.6
1.0

(a)

(b)

(c)

ratio

0.4

Figure 9: (a) 3-D view for the first pushing. (b) Front view.
(c) Upper view.

Table 2: Calibration results for the first pushing in three
models. (S: The sum of error distances)

The number of captured points is N = 15235
Calibration S S/N K C1 C2 Volume

result [cm] [cm] [g f/cm3] [g f s/cm3] [cm3]
(model 1) 2097.40 0.138 1990 510 3470 68.49
(model 2) 2308.62 0.152 1720 1300 780 83.88
(model 3) 1785.78 0.117 3000 1380 1550 69.95
The number of points whose error is more than 0.25cm

first second third fourth total
(model 1) 513 381 335 267 1496
(model 2) 498 451 459 388 2796
(model 3) 266 224 242 177 895

In the second operation, right and left endpoints of a rigid
body contact a rheology object at different times (Fig.11).
In this case, shape and volume differences between real and
virtual rheology objects are given in Table 3, and also shapes
of both objects after releasing are described in Fig.12. As
shown in Table 3 and Fig.12, the model 3 is the best con-
cerning to shape accuracy and volume consistency.

Table 3: Calibration results for the second pushing in three
models. (S: The sum of error distances)

The number of captured points is N = 14551
Calibration S S/N K C1 C2 Volume

result [cm] [cm] [g f/cm3] [g f s/cm3] [cm3]
(model 1) 2483.15 0.171 1970 510 3470 67.95
(model 2) 2746.35 0.189 1780 980 720 88.95
(model 3) 2051.96 0.141 1950 7520 8930 70.28
The number of points whose error is more than 0.25cm

first second third fourth total
(model 1) 1260 983 724 751 3718
(model 2) 1002 1629 755 832 4218
(model 3) 837 604 496 485 2422
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Figure 10: The distance error between real and virtual rhe-
ology objects for the first pushing. (a) Real rheology ob-
ject. (b),(c),(d) Virtual rheology objects which are colored
by gray, whose errors are larger in the proposed models 1, 2
and 3.
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Figure 11: (a) 3-D view for the second pushing. (b) Front
view. (c) Upper view.

5. Conclusions and Future Works

In this paper, we represent a rheology object by three kinds
of MSD models, and calibrate three coefficients of two
dampers and one spring by an efficient randomized algo-
rithm based on many experimental results. Since force prop-
agation of rheology object during each deformation is effi-
cient in the MSD model, we can watch many deformations in
the video-frame rate by a personal computer with a popular
3-D graphics acceleration board. Moreover, by the careful
calibration as pre-processing, shape and volume of virtual
(calculated) rheology object are quite similar to those of real
(experimental) one during and after simple pushing opera-
tions. As a result, the model 3 is the best concerning to shape
and volume accuracy if and only if force directions acting at
masses are along the vertical axis, i.e., Y-axis, and also force
magnitudes are not so large.

Finally as several future works, another structure (e.g.,
nested or non-nested tetrahedral meshes 2) and another ele-
ment (e.g. mass-spring element, Voigt and Maxwell element
16,17) should be tested by our experimental calibration. In
addition, as the calibration algorithm, we should try to use
another optimal algorithm such as GA (generic algorithm).

(b) (c)(a) (d)

front

Figure 12: The distance error between real and virtual rhe-
ology objects for the second pushing. (a) Real rheology ob-
ject. (b),(c),(d) Virtual rheology objects which are colored
by gray, whose errors are larger in the proposed models 1, 2
and 3.
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Abstract

There are many kinds of rheology objects in our
living life. If such rheology objects are individually
and completely modeled, we can flexibly deal with
such various objects in a factory by a robotic manip-
ulator controlling six degrees-of-freedom forces and
moments and also operate them at a 3-D graphics
world in a house by a human via a wonderful haptic
devise feeling the forces and moments. If such a sys-
tem is developed after acquiring a rheology dynamic
model, we can enjoy a clay work in a 3-D virtual
environment.
For this purpose, we calibrate deformation model

of a rheology object by a modified randomized algo-
rithm based on experimental data. The data is mea-
sured from a bread material pushed by a robotic ma-
nipulator exactly. The model is a 3-D voxel/lattice
structure with many elements, and each element con-
sists of two dampers and one spring. By changing
three coefficients of dampers and spring, we can de-
scribe various material properties concerning to vis-
cosity and elasticity. In this paper, by minimizing
shape difference between real and virtual rheology ob-
jects in the near-optimal algorithm, we find a better
set of coefficients. Using the calibrated model, we can
feel three degrees-of-freedom forces and three degrees-
of-freedom moments attracted from a calibrated vir-
tual object in a haptic devise and synchronously we
can watch shape deformation of the object in a 3-D
graphics animation.

1 Introduction

Dynamic animation is indispensable in robotics
and virtual reality, which is aggressively used in tele-
operation, humanoid, assembly, task planning, game,
amusement and so on. The animation is quickly
made in PC (e.g., Pentium 4. 2.26GHz) with a graph-
ics accelerator (e.g., NVIDIA Quadro 2EX, 32MB for
OpenGL). They are powerful and cheap for making
a sequence of 30 full color images. Even though their

motions are extremely complicated, the sequence dy-
namically describes object movements per the sec-
ond. From this background, we can easily develop a
software to make a graphics animation whose qual-
ity of image is high concerning to rendering such
as lighting, shading, texture mapping and so on.
As an example of this, we use a 3-D graphics soft-
ware OpenGL in a personal computer (CPU: Pen-
tium4 2.26GHz, Main memory: 1024MB) with a 3-D
graphics acceleration board (NVIDIA Quadro 2EX,
32MB) in order to illustrate such a wonderful 3-D
graphics animation quickly.

However, it is unfortunately difficult for us to gen-
erate exact trajectories of moving objects. The rea-
son is that every object is always affected by com-
plex physical properties in our living space. Some
properties are known, but the others are approxi-
mated or unknown. For this reason, modeling and
calibrating many kinds of physical properties are im-
portant in the dynamic animation. In general, the
animation includes two behaviors: contact and non-
contact behaviors. If two rigid bodies collide with
each other, we can calculate a sequence of contact be-
haviors based on Coulomb and Hertz models. Con-
cerning to this, researchers have proposed many kinds
of models for making friction force or impulse and
contact force or impulse [1],[2],[3],[4],[5],[6]. If many
rigid bodies are connected each other, we can calcu-
late a sequence of non-contact behaviors based on the
Newton-Euler equations. To calibrate its dynamic
parameters, we use two kinds of approaches using a
few special motions and a huge number of general
motions, respectively [7],[8],[9].

As contrasted with these works, modeling and cal-
ibrating a rheology object is quite backward. This
work started before the decade [10],[11],[12], but has
not been well developed. Several kinds of elastic ob-
jects have been modeled and animated in computer
animation or virtual reality. However, some forget
many kinds of viscosities, and the others could not
be calibrated experimentally [13],[14],[15],[16]. As
an exception, a 2-D pixel/lattice structure was cal-
ibrated under few experimental results, whose com-



ponent consists of Voigt model (parallel damper and
spring) and Maxwell model (serial damper and spring)
[17], and then its similar 3-D voxel/lattice structure
was calibrated under few experimental results, whose
component consists of Voigt model (parallel damper
and spring) and one adaptive damper [18]. The mod-
els are unfortunately calibrated under few data, and
especially coefficients of dampers and springs are cal-
ibrated individually. In general, they are strongly de-
pending on each other so as to produce many kinds
of material properties. By changing a set of four or
three coefficients flexibly, viscosity and elasticity of a
rheology object totally increases or decreases. They
synchronously appear by changing a set of four or
three coefficients. For this reason, we adopt the sim-
ilar 3-D voxel/lattice structure whose element con-
sists of two dampers and one non-adaptive spring.
Then, we calibrate three coefficients synchronously
in our efficient randomized algorithm under many
kinds of experimental data.

For this purpose, we firstly measure a sequence
of deformed shapes several times while pushing a
rheology object by a robotic manipulator and syn-
chronously observing it by two stereo vision systems
Digiclops. Secondly, we minimize a sequence of dif-
ferences of deformed shapes between virtual and real
rheology objects in the calibration. Finally, we watch
deformation of the rheology object in a 3-D graph-
ics animation by OpenGL and feel its three reactive
forces and three reactive moments by six-degrees-of-
freedom robot arm Joyarm. The system is useful in
several practical areas. For example, modeling and
calibrating an arbitrary real rheology object can be
used in robot assembly [19],[20], the virtual system is
frequently used at surgery simulations in medical en-
gineering [21],[21],[22]. Also, they are the basic tech-
nique in many application areas [23],[24],[25],[26].

(a) (b) (c)

Figure 1 : Visco-elastic elements: (a) Voigt model. (b) Maxcell
model. (c) An element with two dampers and one spring

In this paper, section 2 describes Voigt, Maxwell
models, and then our element. In addition, we build
a 3-D voxel/lattice structure for representing shape
deformations and force propagations. Section 3 ex-
plains how to calibrate three coefficients of two dampers
and one spring in our 3-D structure. The set of co-
efficients is used in dynamic equation represented as
quadratic differential equation. This can be approx-
imately calculated by the Runge-Kutta method. In
section 4, we describe two experimental results for
a same visco-elastic object by two kinds of pushing.
First of all, we explain how to evaluate shape dif-
ference between real and virtual visco-elastic object.
Secondly, by an efficient randomized algorithm using

a sequence of shape differences, we calibrate three
coefficients in order to construct a virtual rheology
object accurately. Finally, we will give a few conclu-
sions and future problems in section 5.

2 Model of Visco-Elastic Object

In this section, we will briefly explain a classic
model, which products many material properties of
some visco-elastic object. As shown in Fig.1(a),(b),(c),
famous Voigt and Maxwell models and our compo-
nent have been used for representing a visco-elastic
object. Voigt model consists of spring and damper,
which connects neighbor mass points in parallel. On
the other hand, Maxwell model is a sequence of spring
and damper between neighbor mass points. For ex-
ample, the mixture is adopted for expressing a rhe-
ology object [17]. In this paper, we use an element
which consists of Voigt model and one damper.

L1 L2

C2 M
K

Pn-1
Pn

O

Pn
1

C1

Figure 2 : Our element consists of Voigt model and a damper
serially.

2.1 Our mass-spring-damper element

In Fig.2, we formulate some behaviors of our el-
ement. First of all, let O be the origin of coordi-
nate system. Let Pn−1 and Pn be coordinates of
element endpoints. Spring and damper coefficients
in the Voigt part are denoted as K and C1, respec-
tively. The other damper coefficient in the element
is denoted as C2. The natural length of Voigt part is
given by L1. Let M be mass at each endpoint. Let
Pm be position of connecting point between Voigt
and damper parts. Furthermore, dn = Pn - Pn−1

is defined. Since these positions Pn−1, Pm and Pn

exist on a straight line, Pm can be defined by a pa-
rameter k as follows: Pm = kdn + Pn−1. Here, time
varying direction vector is defined as en = dn/ | dn |,
and also time varying length coefficient is defined as
Zn = k | dn |.

Let Fe be a force applied to a mass point Pn by
the classic model. The force Fe equals to a force
acting in the Voigt part. Thus, we have the following
equation.

Fe = −C1Żnen − K(Zn − L1)en (1)

Also, the force Fe coincides the force acting to a
damper part. In consequence, we obtain the follow-
ing equation.



Fe = −C2(
d

dt
(|dn| − Zn))en (2)

Here, a force applied to a mass point Pn is defined
as Fa. Consequently, the dynamic equation of the
mass point Pn is denoted as

MP̈n = Fe + Fa (3)

From three equations (1), (2) and (3), we calculate
the dynamic equation of three element model. First
of all, by eliminating Fe in the equations (1) and (2),
we directly obtain the parameter k. By substituting
k into each of equations (1) and (2), we can obtain
the value of vector Fe and consequently generate a
motion of mass point Pn. The purpose of this re-
search is to select a better set of three coefficients
for at least two pushing a given visco-elastic object
in a 3-D environment by two kinds of randomized
algorithms.

In this paper, while changing values of three co-
efficients randomly in reasonable ranges by an effi-
cient randomized algorithm, we are seeking for the
best set. When the pushing is strong or weak, the
best set of three coefficients a little bit differs from
each other. However, as shown in our experimental
results, the difference is not so large. For this rea-
son, we use one best set for all pushing. Moreover,
the classic model generates a wonderful sequence of
object shapes, which is totally affected by values of
three coefficients.

2.2 3-D voxel/lattice structure

A visco-elastic object deforms in a 3-D environ-
ment. In order to describe several kinds of deforma-
tions flexibly, we adopt a symmetric 3-D voxel/lattice
structure. For this purpose, let us distribute mass
points in a natural shape of a visco-elastic object at
the same intervals along x, y, and z axes (Fig.3(a)).
Let N be the number of mass points and Mobject be
total mass of the object. Therefore, each mass point
is given by M = Mobject/N .

(a)

X

Y

Z

neighboring point
viscoelastic model

k+1
k

k-1

i-1 i i+1

j

j+1

j-1

Pi,j,k

(b)

Figure 3 : (a) A 3-D voxel/lattice structure of a visco-elastic
object (b) Neighboring lattice mass points.

Our elements are inserted between all neighboring
mass points as illustrated in Fig.3(b). Namely, the
elements are arranged, whose distances are 1,

√
2,

and
√
3 (The unit is the distance between horizon-

tal and vertical neighbor mass points). Visco-elastic

deformation of an object can be represented by de-
formation of all the elements. Let Pi,j,k be posi-
tion vector corresponding to mass point (i, j, k). Let
us derive motion equation of a mass point at Pi,j,k.
Force acting on Pi,j,k by the element between Pi,j,k

and its neighbor point Pi+α,j+β,k+γ is denoted by
Fα,β,γ

i,j,k . Then, total internal force acting on Pi,j,k is
given by the sum of Fα,β,γ

i,j,k , that is,

F e
i,j,k =

∑
α,β,γ∈{−1,0,1}
(α,β,γ)�=(0,0,0)

Fα,β,γ
i,j,k (4)

The force Fα,β,γ
i,j,k can be computed using a proce-

dure explained in paragraph 2.1. Thus, force F e
i,j,k

can be computed by summing all forces. Let Fα
i,j,k

be a total external force acting on Pi,j,k. Thus, the
equation of motion is described as follows:

MP̈i,j,k = F e
i,j,k + Fα

i,j,k (5)

By solving a set of equations corresponding to all
mass points consisting of the model, we can compute
deformation of a visco-elastic object. By calculating
successively forces among neighbor mass points, we
can obtain forces on all mass points of the above 3-D
voxel/lattice structure. Each force between neighbor
mass points, position and velocity of each mass point
are calculated by the quadratic differential equation.
This can be done by the Runge-Kutta method. By
these techniques, we can simulate deformation of a
pushed visco-elastic object virtually in a 3-D graph-
ics environment.

A 3-D voxel/lattice structure is as follows: The
voxel structure consists of 6 × 4 × 6 mass points
(Fig.4). All elements are inserted between all neigh-
boring mass points. Therefore, there are 5 × 3 × 5
elements whose distances are 1, and there are 6 × 4
× 6 × 2 elements whose distances are

√
2. Moreover,

we add the lattice structure into the voxel structure.
Therefore, there are 5 × 3 × 5 × 4 elements whose
distances are

√
3.

Z

Y
X

(0,0,5) (5,0,5)

(0,3,0) (5,3,0)

(5,0,0)

Figure 4 : 12 upper mass points of a rheology object are syn-
chronously pushed by a rectangular object located on the tip of a
robotic manipulator.

Let us compute deformation of the model when
12 upper mass points of a rheology object are syn-
chronously pushed by a rectangular object located
on the tip of a robotic manipulator (Fig.4). The
sum of all mass points is really measured by M =
6.0 under Mobject = 840 [g] and N = 144 [points].



Also, three coefficients K[gf/cm3], C1[gfs/cm3] and
C2[gfs/cm3] are experimentally initialized as 400,
2000 and 2000, respectively, in two types of push-
ing. Finally, we should note that the bottom of the
object is fixed to the space. This means 36 bottom
mass points of a rheology object are received by the
same repulsive forces of calculated attractive forces
from its floor.

3 Two Kinds of Randomized Algorithms
for Calibrating K, C1 and C2

In the last section, we construct a basic model for
representing relations of forces, velocities and posi-
tions of many mass points in a rheology object. The
model always needs two coefficients C1 and C2 of dif-
ferent damper parts and one coefficient K of a spring
part. Changing the set of coefficients means chang-
ing material of the rheology object. Unfortunately, a
rheology object has many aspects depending on ab-
solute magnitude and time difference of a given outer
force. This is an interesting property of the rheology
object, which differs from rigid, plastic and elastic
objects.

In this section, we calibrate K, C1 and C2 by min-
imizing shape differences between real and virtual
rheology objects in two kinds of randomized algo-
rithms. Finally, we should note that we did not use
force differences acted from real and virtual rheol-
ogy objects because force information is quite noisy
(its magnitude and orientation include 10 and more
percent errors).

3.1 How to calculate shape difference be-
tween real and virtual rheology ob-
jects

Figure 5 : An experiment system: A real rheology object is
pushed by a rectangular object located at the tip of a robotic
manipulator, and side deformations are simultaneously measured
by two Digicrops cameras.

In this research, a rheology object is made by mix-
ing wheat flour and water (Fig.6(a)). The scale of
the object is denoted as 10cm × 6cm × 10 cm. The
rheology object is pushed by a rectangular object
located at the tip of a robotic manipulator (Fig.5).
The deformation, that is, the sequence of shapes of

(a) (b)

Figure 6 : (a) A real rheology object is built by mixing wheat
flour, food red and water. (b) Its virtual rheology object is shown
by a point-based computer graphics under about three or more
thousand surface points measured by two Digicrops cameras.

the real rheology object is measured by the support
of two stereo vision camera systems Digiclops and
its SDK (Software Development Kit) Triclops (pro-
vided by Point Grey Research Inc, Canada). Each
provides real-time 3-D digital image for capturing
shapes of the object. A set of about three or more
thousand points is captured as shape of the object
(Fig.6(b)). Each image has 240 × 320 pixels with
24bit full color. The set is obtained three times per
one second. An average error for capturing our rhe-
ology object is about 0.05cm if the distance from
Digiclops to a rheology object is about 60cm. This
error decreases experimentally by changing surface
texture of the object and location of the camera and
lighting without highlight and shadow. Especially,
surface texture is artificially made by mixing food
red into our rheology object. Then because of the
latter reason, two sides of the rheology object are
focused and measured by two stereo vision camera
systems Digiclops.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 7 : The real and virtual coordinate systems are coincident
with each other by matching their vertices and color landmarks.

Figure 8 : A simulation system in PC: A virtual rheology ob-
ject is pushed by a rectangular object, and deformations of five
sides are calculated by a quadratic differential equation in our 3-D
voxel/lattice structure.

Then, we calculate the sum of minimum distances
from a captured point to the nearest surface of a vir-
tual rheology object as follows: First of all, a virtual



object (its coordinate system) is coincident with a
real object (its coordinate system) by using their cor-
ners and landmarks as illustrated in Fig.7. A virtual
object consists of 5 × 3 × 5 hexahedrons individually
deformed from cubes (Fig.8). Each hexahedron has
six patches which are classified into real and virtual
patches. A real patch is always outside a virtual rhe-
ology object, and a virtual patch is always inside it.
We firstly determine whether a captured point is in-
side each hexahedron or not. On the assumption that
each hexahedron is convex shape, if a captured point
is always located in the opposite side of the normal
vector of each patch of a hexahedron, the point is in-
side the hexahedron. In this case, the nearest point
is always on one of real patches (is never on edges or
vertexes) (Fig.9(a)). Therefore, we only calculate the
minimum of shortest distances against real patches.
On the other hand, if the point is outside all hexahe-
drons, we should calculate the minimum of 5 × 3 × 5
shortest distances for all hexahedrons by Lin-Canny
closest features algorithm [27] (Fig.9(b)).

Then, after neglecting minimum distances smaller
than the average error 0.05cm of Digiclops, we sum-
marize the other minimum distances from about three
or more thousand captured points to their nearest
surface of the rheology object. In our calibration, we
use the sum S for four sets of captured points during
and after each pushing. By minimizing the total S
in an efficient randomized algorithm, we can obtain
a better set of three coefficients K, C1 and C2.

(a) (b)
Figure 9 : (a) If a captured point is inside a hexahedron, we cal-
culate the minimum distance from the point to six patches around
the hexahedron. (b) Otherwise, we calculate the minimum dis-
tance from a captured point to all hexahedrons.

In this section, we optimize K, C1 and C2 by using
a steepest descendent method and two kinds of ran-
domized algorithms. The global (former) random-
ized algorithm gets local minima from initial points
uniformly selected in a given 3-D search space. On
the other hand, the local (latter) randomized algo-
rithm finally picks up a better local minimum around
the best of all local minima selected in the former
[28].

3.2 A Steepest Descendent Method

1. Two parameters Tcal and Tran are given in
advance.
2. Initialize coefficients in a 3-D search space.

3. We calculate shape difference S between real
and virtual rheology objects.
4. In order to find all the possible neighbors, we

decrease and increase K, C1 and C2 by ∆. In this 3-
D case, we obtain eight possibilities, that is, (K+∆,
C1+∆, C2+∆), (K+∆, C1+∆, C2-∆), (K+∆, C1-
∆, C2+∆), (K+∆, C1-∆, C2-∆), (K-∆, C1+∆, C2

+∆), (K-∆, C1+∆, C2-∆), (K-∆, C1-∆, C2+∆)
and (K-∆, C1-∆, C2-∆). Then, using S for each
neighbor, we select the minimum of sums at all the
possible neighbors.
5. If the minimum is smaller than S obtained in

step 3, we move to the neighbor with the minimum
by decreasing or increasing K, C1 and C2 by ∆, and
return to step 3. Otherwise, the algorithm finishes.

3.3 A Local Randomized Algorithm

1. By the steepest descendent method described
above, we get one of the local minima. Then, if cal-
culation time equals to or is smaller than Tcal, the
algorithm ends with the smallest S, otherwise, move
to step 2.
2. We randomly increase and decrease three coef-

ficients K, C1 and C2 Tran times by ∆. Then, return
to step 1.

3.4 A Global Randomized Algorithm

1. Up to a time threshold Tcal, we randomly se-
lect initial points within a space whose ranges are
Kmin ≤ K ≤ Kmax, Cmin

1 ≤ C1 ≤ Cmax
1 and

Cmin
2 ≤ C2 ≤ Cmax

2 in 3-D search space. The density
of the initial points is always uniform.
2. For all initial points, we get local or global

minima by the steepest descendent method described
above. Then, the algorithm ends with the smallest
S of all the minima.

3.5 An Efficient Algorithm

1. By a global randomized algorithm, we globally
find a better local minimum in a given 3-D search
space.
2. By a local randomized algorithm from an initial

point selected by step 1, we locally find a better local
minimum near the initial point [28].

4 Comparative Results

In this section, we calibrate three coefficients of a
virtual rheology object during deformations by two
types of pushing a real rheology object, which are
illustrated in Fig.10. The difference is only the ve-
locity of pushing (direction and orientation are the
same). In this research, our rheology object con-
sists of wheat flour and water. During and after



each pushing, deformation of the virtual object is
visualized by a 3-D graphics software OpenGL in a
personal computer (CPU: Pentium4 2.26GHz, Main
memory: 1024MB) with a 3-D graphics acceleration
board (NVIDIA Quadro 2EX, 32MB). Also in our
virtual reality system, 3-D repulsive forces and 3-
D repulsive moments of a rectangular object from
a pushed virtual object can be felt by a Joyarm
(Fig.11).

2.0

3.0

vertical difference (cm)

time (s)1.0 2.0 3.0

calibrating time

Figure 10 : Weak and strong pushing a rheology object. Weak
(first) pushing is described by whole and dotted black line, and
strong (second) pushing is shown by whole and dotted gray line.

Figure 11 : A human operator watches deformation of a rheology
object by a 3-D graphics software OpenGL and feels its three
forces and three moments by a six-degrees-of-freedom robotic arm
Joyarm.

4.1 General Properties

In this paragraph, we describe a global aspect of
a rheology object by changing three coefficients. As
shown in Fig.12(a), as long as each of K, C1 and
C2 increases, shape difference S decreases. However,
if C1 + C2 increases extremely, a virtual rheology
object cannot converge to a reasonable shape whose
neighbor positions of masses are frequently reversed
(Fig.12(b)). On the observation, we select search
space [Kmin, Kmax],[Cmin

1 , Cmax
1 ],[Cmin

2 , Cmax
2 ] lim-

ited by [100,2000],[1000,8000],[5000,20000], respec-
tively.

4.2 The First Pushing

In our efficient 3-D randomized algorithm, we set
∆ = 1, Tcal = 30 [hour], Tran = 1000[number].
After the calibration, we finally obtain coefficients
K[gf/cm3], C1[gfs/cm3] and C2[gfs/cm3] as 1831,
4732 and 18524.

In the figures 13 and 14, we describe shape trans-
formation of initial and calibrated virtual objects
against the real object, respectively. A set of dark
gray areas means shape differences are larger than
0.25cm, and another set of light gray areas means

(a)

(b)

K: 100-2000

C1: 2000-20000C2: 2000-20000

(b)

Figure 12 : (a) Shape difference S changes when K, C1 and C2
synchronously change within reasonable available ranges. (b) If
C1 + C2 increases extremely, our rheology model does not con-
verge to an unique shape.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 13 : (a),(b),(c),(d) Four shape differences between real
and virtual objects by the first pushing, whose coefficients are
initially given as reasonable values K = 400 and C1 = C2 = 2000.
A set of dark gray areas means shape differences are larger than
0.25cm, and another set of light gray areas means the differences
are less than 0.05cm.

the differences are less than 0.05cm. Therefore, we
can see that differences between a calibrated object
and its real object are smaller than differences be-
tween a non-calibrated object and the real object.

Also in the figure 15, we describe the distribution
of differences of minimum distances from about three
or more thousand captured points to initial and cali-
brated virtual objects. In the figure 15(a),(b),(c),(d),
numbers of captured points are 34, 14, 90, 101, whose
differences are less than 0.1cm, on the other hand,
numbers of captured points are -47, -22, -33, 4, whose
differences are more than 0.25cm, respectively. From
these results, we can see that almost all numbers in-
crease in relatively small differences, on the other
hand, almost all numbers decrease in relatively large
differences. This means a calibrated object is bet-
ter than its non-calibrated object against the real



object. As a result, the calibration leads a virtual
rheology object that has high viscosities and elastic-
ity. Moreover, by the comparison between calibrated
and initial virtual rheology objects with the real rhe-
ology object, a calibrated rheology object looks like
the real rheology object, and therefore our calibra-
tion is meaningful.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 14 : (a),(b),(c),(d) Four shape differences between real
and virtual objects by the first pushing, whose coefficients are
completely calibrated as K = 1831, C1 = 4732 and C2 = 18524.

(a) (b)

(c) (d)

number number

number number
distance (cm)

distance (cm)distance (cm)

distance (cm)

Figure 15 : (a),(b),(c),(d) (the number of captured points at each
distance between a calibrated virtual object and its real object)
- (the number of captured points at each distance between an
initial virtual object and its real object) at four sampling times
pushing the objects firstly. In each figure, plus numbers appear in
relatively small distances (differences), on the other hand, minus
numbers appear in relatively large distances (differences). This
means a calibrated object is better than its non-calibrated object
against the real object.

4.3 The Second Pushing

In the same algorithm, we use same parameters
∆ = 1, Tcal = 30 [hour], Tran = 1000[number],
and finally we obtain calibrated coefficients K[gf/cm3],
C1[gfs/cm3] and C2[gfs/cm3] as 1398, 6345 and
18524.

In the figures 16 and 17, we compare shape trans-
formation of initial and calibrated virtual objects
against the real object, respectively. A set of dark
gray areas means shape differences are larger than
0.25cm, and another set of light gray areas means
the differences are less than 0.05cm. Therefore, we
can see that differences between a calibrated object
and its real object are smaller than differences be-
tween a non-calibrated object and the real object.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 16 : (a),(b),(c),(d) Four shape differences between real
and virtual objects by the second pushing, whose coefficients are
initially given as reasonable values K = 400 and C1 = C2 = 2000.

Also in the figure 18, we compare the distribution
of differences of minimum distances from about three
or more thousand captured points to initial and cali-
brated virtual objects. In the figure 18(a),(b),(c),(d),
numbers of captured points are 87, 40, 35, 107, whose
differences are less than 0.1cm, on the other hand,
numbers of captured points are -40, -47, 21, -58,
whose differences are more than 0.25cm, respectively.
From these results, we can see that almost all num-
bers increase in relatively small differences, on the
other hand, almost all numbers decrease in relatively
large differences. This means a calibrated object is
better than its non-calibrated object against the real
object. As a result, a calibrated rheology object is
similar to the real rheology object, and therefore our
calibration is meaningful.

(a) (b)

(c) (d)

Figure 17 : (a),(b),(c),(d) Four shape differences between real
and virtual objects by the second pushing, whose coefficients are
completely calibrated as K = 1398, C1 = 6345 and C2 = 18524.

5 Conclusions

In this paper, we select a classic 3-D voxel/lattice
structure with many mass-damper-spring components
as a visco-elastic object, and than calibrate three co-
efficients of two damper and one spring in each com-
ponent by an efficient randomized algorithm based
on many experimental results. By these approaches,
we can watch many deformations by a 3-D graphics
animation (OpenGL) and feed many forces/moments
by a haptics (Joyarm). In future, we try to inves-
tigate the deformation of rheology object by many
kinds of pushing (i.e., translation movements along



(a) (b)

(c) (d)
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Figure 18 : (a),(b),(c),(d) (the number of captured points at each
distance between a calibrated virtual object and its real object) -
(the number of captured points at each distance between an initial
virtual object and its real object) at four sampling times under
pushing the objects secondly. In each figure, plus numbers ap-
pear in relatively small distances (differences), on the other hand,
minus numbers appear in relatively large distances (differences).
This means a calibrated object is better than its non-calibrated
object against the real object.

X, Y and Z axes, and also rotation movements cen-
tered at X, Y and Z axes, and their combinations).
Moreover, another structure (e.g., nested or non-
nested tetrahedral meshes) and another component
(e.g. mass-spring component, Voigt and Maxwell
component) should be tested by our calibration. Fi-
nally, as the calibration algorithm, we should try to
use another optimal algorithm such as GA (generic
algorithm).
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Abstract— The MSD (Mass-Spring-Damper) model efficiently
calculates shape deformation of many kinds of materials such
as elastic, visco-elastic, and rheologic objects. For this reason,
dynamic animation can be made in a personal computer and
its popular acceleration board within the video-frame rate. The
problem of MSD model is how to maintain shape precision of each
deformation. For this purpose, we have calibrated coefficients of
damper and spring of Voigt part and a coefficient of damper of
the other part in the basic MSD element under many surface
points capturing a real rheologic object by the randomized
algorithm. Nevertheless, the shape precision is not unfortunately
enough. To overcome this, we improve our previous approach in
the following five points:

(1) The number of voxels in the MSD model increases from
75 to 600.

(2) The ratio between lengths of Voigt and the other parts
in the MSD element is added to three coefficients of spring and
dampers of the basic element as calibrating parameters.

(3) Four unknown parameters of the basic element are
distinguished to calibrate in and on each voxel. In addition, the
parameters are distinguished to calibrate among surface and core
areas of a virtual rheologic object.

(4) In order to speed up the calibration, we use GA (Genetic
Algorithm) in replace of RA (Randomized Algorithm).

(5) Each or both of local and global volume constant conditions
are added into the previous approach.

In conclusion, we investigate relations between shape deforma-
tion, volume resolution, and number of calibrated parameters in
several MSD models representing a rheologic object. Also, we
improve deformation precision by increasing not only volume
resolution but also number of calibration parameters or by
adding each or both of volume constant conditions.

I. I

Real-time dynamic animations of many kinds of deformable

materials are developing because of wonderful PC, graph-

ics acceleration board and so on. Modeling many types of

deformable objects is indispensable in robotics and virtual

reality. The key trade-off occurs between calculation time and

deformation accuracy. The performance of modern computers

and graphics hardware has made physically-based animation

possible in real time. But even with today’s best hardware

and most sophisticated technique [1],[2],[3], only few hundred

elements with small deformation have been simulated in real-

time. Furthermore, the deformation is not always precise

because shape sequences of real and virtual objects are not

compared yet.

In order to construct models of elastic and visco-elastic

objects, we have usually used one of four methods, i.e.,

the mass-spring-damper (MSD) method [4],[5],[6],[7], the

finite difference method (FDM) [8], the boundary element

method (BEM) [9], and the finite element method (FEM)

[10],[11],[12],[13],[14]. The computation cost and deforma-

tion accuracy increase in this order. To solve the trade-off,

we have studied two approaches, so called fast FE and precise

MSD methods. In this research, we focus on the latter method.

Modeling a rheology object is more difficult than doing an

elastic or visco-elastic object because the rheology object

always leaves a residual displacement after pushing operation.

For this reason, a rheology object has been seldom modeled

except few works [15],[16],[17],[18],[19]. Also, whether the

modeling is precise has not been estimated yet. Few papers

calibrated uncertain parameters of elastic or visco-elastic vir-

tual object by many experimental data captured from a real

one [6],[7].

In this paper, we derive elastic, viscous, and rheologic prop-

erties by many deformations captured from a real rheology

object. For this purpose, we extend our previous MSD model

to three kinds of MSD models by adding local and/or global

volume constant conditions. In order to maintain a better

sequence of shape deformations, we increase a discrete number

of voxels, and also distinguish to calibrate at most four set

of uncertain coefficients in the MSD models under a lot of

experimental data by GA (Genetic Algorithm) in replace of

RA (Randomized Algorithm) as an optimal or near-optimal

probabilistic search. Four sets are classified as follows: (1)

One set is allocated for elements on a voxel, and another set is

allocated for elements in the voxel. (2) One set is allocated for

elements in core area of virtual rheology object, and another

set is allocated for elements in surface area of it. Thirdly, we

carefully compare four models in a popular personal computer

with a general graphics acceleration board, and consequently

select the best one for maintaining a better trade-off between

shape precision and calculation time.

In this paper, section 2 describes our voxel/lattice structure



with many basic MSD elements which consist of Voigt and

damper parts. In addition, we explain how to calculate shape

deformation and force propagation in the structure. They are

calculated by solving dynamic equation (quadratic differential

equation). It is approximately calculated by many kinds of

numerical methods for integrating ordinary differential equa-

tions. Moreover, by adding local and/or global volume constant

conditions, we propose three extended models. Section 3

explains how to calibrate uncertain parameters in Voigt and

damper parts and their length ratio. For this purpose, we

use randomized and genetic algorithms as probabilistic near-

optimal algorithm. In section 4, we prepare several kinds

of comparative experimental results to select the best MSD

model. Finally in section 5, we give a few conclusions.

II. T EM-S-DM

In this section, we propose three extended mass-spring-

damper (MSD) models. Firstly, we introduce our element with

two dampers and one spring. Secondly, we explain four kinds

of MSD models. The model 1 forms a basic voxel/lattice

structure with three lengths of elements. In this model, we

explain how to propagate internal forces. Finally, in order

to decrease the volume difference between virtual and real

rheology objects, we consider two types of modifications

in the model 1. In the model 2, we replace four longest

diagonal elements of eight half-length elements in each voxel

of the model 1. By the replacement, each volume is strongly

expanded. In the model 3, we add a set of external forces

around the surface of virtual rheology object so as to maintain

the volume of real rheology object. We call these as local and

global volume constant conditions. Finally in the model 4,

we construct the virtual rheology object including basic MSD

local and global conditions.

A. Our Element with Voigt and Damper Parts

First of all, we introduce our basic MSD element which

consists of Voigt and damper parts serially (Fig.1). This is

similar to elements proposed in [15],[16]. The element in [15]

consists of Voigt and Maxcell models serially, and that in [16]

consists of Voigt model and adaptive damper serially. The

adaptive damper flexibly controls coefficient of damper during

pushing and releasing operations.

Fig. 1. Our basic MSD element with two dampers and one spring.

In our basic MSD element, the larger the coefficient K is,

the stronger the elasticity is. Thus, K controls displacement

of deformation behavior. The larger the coefficient C1 is, the

stronger the viscosity is. Therefore, C1 controls speed of the

behavior. Finally, the larger the coefficient C2 is, the larger the

residual displacement is. As long as C2 is small enough, the

object appears elastic or visco-elastic property. On the other

hand, if C2 is large enough, the object appears plastic property.

If K, C1 or C2 is too small, each element looses elastic,

viscous, or rheologic property. Finally, the initial length of

basic MSD element between neighbor mass points is denoted

as 1, and the ratio between Voigt and damper parts is denoted

as a : 1− a (Fig.1). If the length of Voigt part is too long, the

residual replacement does not appear. If the length of damper

part is too long, the back replacement does not appear. To

avoid such cases, we set an interval 0.3 ≤ a ≤ 0.7.

B. A Basic Voxel/Lattice Model

A rheology object deforms in a 3-D environment. In order

to describe several kinds of deformations flexibly, we adopt

a symmetric voxel/lattice structure to describe a rheology

object [15],[16]. In the structure, let us distribute mass points

uniformly in a rheology object whose intervals are the same

along X, Y, and Z axes (Fig.2(a)). Let N be the number of

mass points and Mob ject be the total mass of rheology object.

Therefore, each mass point is given by M = Mob ject/N. In the

experiment, we use Mob ject = 864 [g], N = Nx × Ny × Nz. For

example, M = 6.00 for N = 144 = 6 × 4 × 6, or M = about

1.02 for N = 847 = 11 × 7 × 11.

Fig. 2. (a) A voxel/lattice model of rheology object, (b) Neighboring mass
points by basic MSD elements.

In our experiment, a real rheology object is built by mixing

wheat flour and water. The rheology object whose scales are

10cm × 6cm × 10cm along X, Y and Z axes is horizontally

and vertically two times larger than its virtual rheology object

whose scales are 5cm × 3cm × 5cm along the axes. Therefore,

the former volume (600 [cm3] = water weight [g]) is eight

times larger than the latter volume (75 [cm3]). Based on this

similarity, force propagation and shape deformation of real

object equals to these of virtual one.

The elements are inserted between neighboring mass points

as illustrated in Fig.2(b). The virtual rheology object is de-

formed by expanding and contracting the elements. Let Pi, j,k be

position vector corresponding to mass point (i, j, k) (i, j, k are

integers, Nx ≥ i ≥ 1, Ny ≥ j ≥ 1 and Nz ≥ k ≥ 1, Nx, Ny, Nz:

the numbers of masses along X, Y, Z axes, respectively). Let

us derive quadratic differential equation of each mass at Pi, j,k.

Each internal force acting on Pi, j,k by the element between

Pi, j,k and its neighbor Pi+α, j+β,k+γ is denoted by F
α,β,γ

i, j,k
. For

each mass, 6 shorter elements whose distance is denoted as l,

12 normal elements whose distance is denoted as
√

2l, and 8

longer elements whose distance is denoted as
√

3l are located.

As a result, the unit length l is defined as 5/(Nx − 1) cm in a

virtual rheology object.



Therefore, total internal force F I
i, j,k

acting on Pi, j,k is given

by the sum of 26(= 6 + 12 + 8) internal forces F
α,β,γ

i, j,k
.

Moreover, if the sum of active external forces at Pi, j,k is

denoted by FE
i, j,k

, we obtain the following quadratic differential

equation. This summation requires small calculation time.

MP̈i, j,k = F I
i, j,k + FE

i, j,k (1)

In order to calculate next position Pi, j,k (Nx ≥ i ≥ 1, Ny ≥
j ≥ 1 and Nz ≥ k ≥ 1) at each mass, we should solve the above

differential equation. This is done by many kinds of numerical

integration methods, but they are too expensive.

F I
i, j,k =

∑

α,β,γ∈{−1,0,1}
(α,β,γ),(0,0,0)

F
α,β,γ

i, j,k
(2)

We note that mass positions on an encountered surface

between a rheology object and its pushed rigid body, and on

the whole floor are fixed. Therefore, numerical integrations at

the positions can be neglected.

C. Voxel/Lattice Model Including Feed Forward (Local) Vol-

ume Constant Condition

In our previous work, we understand shape of a calculated

(virtual) rheology object is not the same against shape of its

experimental (real) object. Especially, volume of the former

object is too small against volume of the latter object after

releasing. To overcome this, we expand volume of each voxel

by local volume constant condition.

The local volume constant condition extends a voxel during

deformation by eliminating four longest elements (whose

distances are
√

3lcm in Fig.3(a)) and adding eight half-length

elements from its center of gravity to eight vertices (whose

distances are
√

3l/2cm in Fig.3(b)).

Fig. 3. Local volume constant condition: (a) Four longest elements directly
connecting two opposite vertices in a voxel. (b) Eight shorter elements
connecting from the center Gvoxel of gravity of a voxel to its eight vertices.

This technique has been already used in a MS (mass-

spring) model [20]. This controls isotropy or anisotropy of the

elastic material. This idea can be straightforwardly extended

to rheological material controlled by a MSD (mass-spring-

damper) model.

D. Voxel/Lattice Model Including Feedback (Global) Volume

Constant Condition

The local volume constant condition is a feed-forward

approach and thus cannot decreases the volume difference

between real and virtual objects directly. For this reason, the

volume of virtual object does not equal to that of real one.

Also, the local volume constant condition does not ensure

stability of shape deformation, especially if all uncertain

parameters are not well calibrated. To overcome this, we test

another volume constant condition which has been used in

[16],[21],[22].

According to the global volume constant condition based on

Pascal’s Principle, we always add a set of external forces to a

set of mass points around the surface of virtual rheology object

by minimizing the volume difference between Vint and V (Vint:

the volume of real rheology object, V: the volume of virtual

rheology object). If V ≤ Vint is satisfied, an outward external

force p appears around the virtual rheology object (Fig.4(a)),

otherwise, an inward external force p appears around the

object (Fig.4(b)) (V̇: time difference of the volume V , Kvol:

elastic coefficient of global volume constant condition, Cvol:

viscous coefficient of global volume constant condition). The

sum of magnitudes of external forces is denoted as p.

p = −Kvol(V − Vint) −CvolV̇ (3)

Fig. 4. Global volume constant condition: (a) If V ≤ Vint is satisfied, an
outward external force appears around the virtual rheology object. (b) If Vint ≤
V is kept, an inward external force occurs around it. (c) An external force

F
f ac

k
on a patch Pk is distributed into four forces Fver

i
of its corners.

Furthermore, concerning to a patch Pk whose number is k,

area is S k, and outward unit normal vector is nout
k

. By the

global volume constant condition, there is an additional force

F
f ac

k
at a patch Pk (Fig.4(c)).

The force F
f ac

k
acting to the patch Pk is denoted as the

following equation.

F
f ac

k
= pS knout

k (4)

In succession, the force F
f ac

k
is distributed into four forces

at corner masses of Pk. Therefore, the force Fver
i

acting to

each corner mass is denoted by the following equation (i:

mass number around a virtual rheology object, Ai: a set of

all patches including the mass).

Fver
i =

∑

k∈Ai

F
f ac

k

4
(5)

The sum of external forces at mass points around a virtual

rheology object amounts to zero. This means that the set

of internal forces is always constant and also momentum

variation is completely fixed. Furthermore, as long as two

coefficients Kvol and Cvol are set large enough, volumes of

virtual and real rheology objects strictly equal each other. The

parameter calibration is not necessary because of the feedback

depending on their volume difference.

III. T C  GA  RA  CM

U P

The defective point of MS D is accuracy of force propa-

gation and shape deformation. To overcome this, we calibrate



many uncertain parameters of our MSD models by minimizing

differences of shape deformations between real and virtual

rheology objects. For the calibration, we use RA (Randomized

Algorithm) and GA (Genetic Algorithm).

A. How to Calculate Shape Difference Between Real and

Virtual Rheology Objects

In this research, a rheology object is precisely pushed by a

rigid body located at the tip of a robotic manipulator (Fig.5(a)).

The deformation, that is, the sequence of shapes is measured

by two stereo vision camera systems Digiclops and its soft-

ware development kit (SDK) Triclops (provided by Point Grey

Research Inc, Canada). Each captures about three or more

thousand points as shape of real rheology object in the real-

time manner. After capturing the shape deformation, we finally

measure how much total volume is changed before pushing

and after releasing the rheology object. For the measurement,

we use the following primitive method. First of all, we fill a

ball with water, and then drop a deformed object into the ball

(Fig.5(b)). Secondly, we gather overflowed water and measure

its weight by a precise electric balance. As a result, we can

understand volume of rheology object always decreases by

about three percentages.

Fig. 5. (a)An experiment system: A real rheology object is pushed by
a rectangular rigid body located at the tip of a robotic manipulator, and
deformation of its sides is measured by two Digicrops cameras. (b)A photo
when we measure volume of a rheology object before pushing and after
releasing by overflowed water.

In order to evaluate a difference between real and virtual

rheology objects, we summarize minimum distances from

captured points to their nearest surfaces around a virtual

rheology object. A virtual object consists of Nx × Ny × Nz

hexahedra which are individually deformed from initial cubes.

Therefore in order to evaluate the difference, we calculate

the minimum of Nx × Ny × Nz shortest distances for each

captured point to all hexahedra by the Lin-Canny closest point

algorithm [23], and then we calculate sum S of the minimum

distances for all captured points, which are larger than the

average error 0.05cm of Digiclops. In our calibration, we

use the sum of four S at four times during and after each

pushing (Fig.6). By minimizing the total S in randomized or

genetic algorithm, we can obtain a better set of all calibrated

parameters.

B. Randomized Algorithm

1) A Steepest Descendent Method: 1. Two parameters Tcal

(threshold of calculation time) and Tran (driving distance of

random walk) are given in advance.

2. Initialize all the uncertain coefficients within their individual

intervals.

3. We calculate shape difference S between real and virtual

rheology objects.

4. In order to find all the possible neighbors, we decrease and

increase ∆ at some of uncertain coefficients. For example, if

the number of coefficients is 8 and 16, we have 28 and 216

neighbors, respectively.

5. If the minimum is smaller than S obtained in step 3, we

move to the neighbor with the minimum (tie break arbitrary)

by decreasing or increasing some coefficients by ∆, and then

return to step 3. Otherwise, the algorithm finishes.

2) Our Randomized Algorithm: 1. We randomly select a

set of unknown coefficients and then calculate its value S as

S ran.

2. By the steepest descendent method, we get one of the local

minima, whose value is the smallest S . Then, we set S ran by

S . Then, if calculation time equals to or is large than Tcal, the

algorithm ends, otherwise, move to step 3.

3. We randomly increase and decrease some of coefficients

Tran times by ∆, and then calculate its S . Then, if S ≤ S ran is

satisfied, we return to step 2, otherwise, continued to step 3.

C. GA (Genetic Algorithm)

1. We give four parameters Gind, Ggen, Geli, Gmut. Gind

is the number of all individuals. Each consists of calibrated

coefficients. Ggen is a given threshold of generation number.

If the present generation Pgen amounts to this, GA finishes.

Geli is a survival ratio of all the individuals from the present

generation to the next one (0 ≤ Geli ≤ 1). Finally, Gmut is an

arbitrary ratio of mutation.

2. We construct all individuals whose number is Gind, which

are composed of all the calibrating coefficients. They are ran-

domly numbered within their individual intervals. Moreover,

we set the present generation Pgen as 0.

3. We calculate shape differences S n(n = 1, 2, · · · ,Gind) be-

tween real and virtual objects for all individuals.

4. If Pgen = Ggen is satisfied, the algorithm finishes.

5. After sorting all individuals in the order of S n, we select

higher individuals whose number is Gind × Geli. Then we

eliminate the others. We call this as selection.

6. We randomly select two individuals A and B from all ones

for crossing. First of all, each of two is bit-ized, and its

crossing point is randomly selected. Secondly, we cut each

at the crossing point to generate former parts A f and Al,

and do latter parts B f and Bl. Then, one former and another

latter are combined as A f + Bl. This operation is called as

crossing. Moreover, we generate a new individual whose bits

are reversed from an original individual. This rarely occurs by

the probability Gmut. This operation is called as mutation.

Finally, Gind×(1−Geli) individuals newly appear in the next

generation by crossing and mutation (Gind × Geli individuals

are left from the last generation). Then, we increment Pgen.



Fig. 6. The vertical and horizontal differences during two pushing operations
are synchronously described as gray and black whole or dot line (Black line:
First pushing, Gray line: Second pushing). (a) Y-axis direction. (b) X-axis
direction.

IV. S C R

In this section, (1) concerning to shape accuracy and com-

putation efficiency, we select the best numerical integration

method from many kinds of methods such as Runge−Kutta−
Gill, Runge − Kutta, Midpoint, BDF, Euler and Implicit −
Euler. (2) concerning to computation time, memory storage

and shape accuracy, we compare four MSD models with each

other. The model 1 is a basic voxel/lattice MSD model. In the

models 2, 3, 4, we add explained local, global, local and global

volume constant conditions in the model 1. The deformation

of virtual rheology object is calculated and visualized by a

3-D graphics software OpenGL in a personal computer (CPU:

Pentium4 3.00GHz, Main memory: 2048MB) with a 3-D

graphics acceleration board (GeForce FX 5600, 128MB).

In all models, we distinguish MSD elements in surface and

core areas of virtual rheology object to calibrate (Fig.7). The

first set is K sur f , C
sur f

1
, C

sur f

2
, asur f within the surface area,

and the second set is Kcore, Ccore
1

, Ccore
2

, acore within the core

area. In addition, in the models 2 and 4, we distinguish MSD

elements on and in each voxel. That is, we categorize shortest

8 diagonal elements illustrated in Fig.3 as elements in a voxel,

and categorize the other longer 18 elements as elements on

a voxel. Therefore, the first set is K sur f−in, C
sur f−in

1
, C

sur f−in

2
,

asur f−in in each voxel within surface area, the second set is

Kcore−in, Ccore−in
1

, Ccore−in
2

, acore−in) in each voxel within core

area, the third set is K sur f−on, C
sur f−on

1
, C

sur f−on

2
, asur f−on) on

each voxel within surface area, and the fourth set is Kcore−on,

Ccore−on
1

, Ccore−on
2

, acore−on on each voxel within core area.

Consequently, we construct models 2’ and 4’ extended from

models 2 and 4. Finally, Furthermore, in order to form a

virtual object pushed by a rigid body stably (Fig.8(a)), we

give the following intervals 50 ≤ K sur f−in,Kcore−in ≤ 3000,

100 ≤ K sur f−on,Kcore−on ≤ 3000, 250 ≤ C
sur f−in

1
,Ccore−in

1
≤

10000, 500 ≤ C
sur f−on

1
,Ccore−on

1
≤ 10000, 250 ≤

C
sur f−in

2
,Ccore−in

2
≤ 20000, 500 ≤ C

sur f−on

2
,Ccore−on

2
≤ 20000,

0.3 ≤ asur f−in, acore−in, asur f−on, acore−on ≤ 0.7. If some of them

are too large, each element becomes unstable and consequently

the shape of rheology model is crushed as Fig.8(b).

A. Relationship between Shape Precision and Integration

Method

As mentioned in the section 2, in order to get position of

mass point, we need to solve dynamic equations (1) and (2)

including internal and external forces at the mass point. In this

paragraph, similar to cloth animations [24], [25], we compare

qualities of shape deformations by selecting many integration

Fig. 7. Surface and core areas of virtual rheology object. Black and white
mass points are located on the surface and core areas, respectively. Gray voxel
and dotted line are among the core area. (a) 5 × 3 × 3 voxels, (b) 10 × 6 × 6
voxels.

Fig. 8. (a) A stable shape of rheology object. (b) An unstable shape of the
object.

methods such as Runge−Kutta−Gill, Runge−Kutta, Midpoint,

BDF, Euler and Implicit − Euler in order to solve the

equations (1) and (2). In order to keep the comparison fairness,

we fix K = 500, C1 = 2000, C2 = 2000, a = 0.5 in the model

1 pushed by the first operation (Fig.9(a)). In addition, even

though we evaluate the difference between virtual and real

objects by S 2, S 3, S 4 (S : distance sum of captured points

between virtual and real objects), all shape deformations have

similar qualities. Here, since almost all the distances between

captured points in a real object and their ones in a virtual

object are within an interval [0.0, 0.5] cm, we always keep

the inequalities S > S 2 > S 3 > S 4. As shown in Table I

and Fig.10, we can see shape differences of virtual and real

rheology objects are similar in all the numerical integration

methods. We suppose the reason is that the sampling time

solving the equation is too small. As contrasted with this,

as illustrated in Table I, if the numerical integration methods

to solve the dynamics of each mass point are changed, their

calculation times are drastically altered. In results, by replacing

the Runge − Kutta method of the Euler method, we can save

calculation time to solve the differential equation about four

times. For this reason, we select the simpler method such

as Euler, which exactly maintains shape precision by few

calculation time.

Fig. 9. (a) 3-D view for the first pushing. (a-1) Front view in (a). (a-2)
Upper view in (a). (b) 3-D view for the second pushing. (b-1) Front view in
(b). (b-2) Upper view in (b).



TABLE I

S          

    / .

Compare S S 2 S 3 S 4 Tint

indexes [cm] [cm2] [cm3] [cm4] [sec]

Runge-Kutta-Gill 2508.076 608.875 168.545 51.292 17.664

Runge-Kutta 2508.076 608.875 168.545 51.292 17.297

Midpoint 2565.494 633.363 177.656 54.221 6.939

BDF 2519.145 613.609 170.393 52.008 6.977

Euler 2518.455 613.325 170.280 51.963 6.891

Implicit-Euler 2496.485 603.153 165.668 49.534 10.297

Fig. 10. The virtual rheology object deformed by many integral methods.
(a) Runge-Kutta-Gill (b) Runge-Kutta (c) Midpoint (d) BDF (e) Euler (f)
Implicit-Euler.

B. Computation Complexity and Memory Storage

In the virtual 3-D graphics world, we construct a basic

voxel/lattice model called as the model 1, and build three

extended models with/without local and global volume con-

stant conditions as the models 2, 3 and 4. First of all, we

generate 2000 deformations of virtual rheology object in

simulation, which correspond to their deformations of real

rheology object in all experimental trials by 4 [s]. Therefore,

each deformation time in simulation corresponds to 2 [ms]

in experiment. Secondly in each simulation, we make their

deformations of virtual rheology object by about 8 [s] in the

models 1 and 2 or 14 [s] in the models 3 and 4 whose size

is 6 × 4 × 6. Therefore, PC and graphics acceleration board

require about 4 or 7 [ms] per each deformation (Table II).

Since they are smaller than the video-frame rate (33[msec]),

we can watch dynamic animation in real-time.

In the models 1 and 2, total time Tde f for calculating

deformation almost equals to partial time T int for integrating

many mass points, i.e., Tde f = Tint. Tint in four models directly

depends on number of mass points Ncal = (Nx × Ny × Nz) −
fout − (Nx ×Nz) (Nx, Ny, Nz: numbers of masses along X, Y, Z

axes, respectively, fout: number of masses pushed by the rigid

object). As shown in Table II, since fout = 12 is for the first

pushing under 6× 4× 6 model, number of masses to need the

integration is denoted as Ncal = (6× 4× 6)− 12− (6× 6) = 96.

Similarly, mass numbers to need the integration are denoted

as 704, 2272 and 5250 for 11 × 7 × 11, 16 × 10 × 16 and

21 × 13 × 21 resolutions, respectively. As described in Table

II, calculation time of each model is proportionally evaluated

by the equation Ncal = (Nx × Ny × Nz) − fout − (Nx × Nz).

Furthermore, in the models 3 and 4, we should additionally

consider time Tvol to calculate volume of virtual rheology

object by summing up volumes of its polyhedrons. Tvol directly

depends on Lcal = (Nx−1)× (Ny−1)× (Nz−1). For this reason,

in the models 3 and 4, time Tde f to calculate each deformation

equals to total time Tint and Tvol, i.e., Tde f = Tint + Tvol.

Since numbers of mass points in four kinds of models

are almost the same, memory storage is also the same. The

memory storage m is approximately evaluated by summing mS

and mN . The mass storage mN directly depends on the number

of masses, and the software storage mS is determined as the

sum of C++ compiler (VC++ 6.0) and OpenGL software. It

is invariable. Using results in Table II, we calculate mS =

33[MB] (C++ compiler = 20[MB] and OpenGL = 13[MB])

and mN = 12 × N[KB].

TABLE II

C  [msec]    [MB]    

PC.

Total calculation time for the first pushing [msec]

[6 × 4 × 6] [11 × 7 × 11] [16 × 10 × 16] [21 × 13 × 21]

(model 1) 3.617 30.211 74.578 169.282
(model 2) 4.418 31.829 79.445 174.352
(model 3) 7.235 53.156 153.672 337.789
(model 4) 7.570 54.328 158.898 350.641

Deformation calculation time for the first pushing [msec]

(model 1) 2.063 15.023 47.953 117.342
(model 2) 2.494 16.470 54.608 127.637
(model 3) 5.501 37.968 129.651 290.467
(model 4) 5.820 39.141 134.482 303.230

Memory storage for the first pushing [MB]

(model 1) 34.744 43.492 62.700 99.344
(model 2) 34.240 43.512 62.688 99.112
(model 3) 34.044 43.644 62.680 99.372
(model 4) 34.264 44.884 62.904 99.168

C. Comparison between RA and GA

In this paragraph, we compare efficiencies and qualities of

RA (Randomized Algorithm) and GA (Genetic Algorithm) to

calibrate a better set of uncertain parameters in the model 1

which consists of 5 × 3 × 5 voxels. Firstly, we set parameters

∆ = 10, Tcal = 168[hour] (1week), and Tran = 100[number] in

RA. In order to calculate the sum of differences between real

and virtual rheology objects at all the captured points, we need

about 8 seconds and consequently investigate sets of uncertain

parameters, whose numbers are about 75600. Secondly, we

compare RA with GA fairly. For this purpose, we calibrate

another better set of uncertain parameters by GA. Firstly, we

set Gind as a small value 50. The reason is similar individuals

appear if Gind is larger. Then, we set Geli as a small value

0.2 because of the same reason. Thirdly, we set Ggen as 1900.

The reason is . In RA, we check many points whose number

is about 75600. After determining Gind = 50 and Geli = 0.2,

we always get 40 individuals in each generation. Therefore,

we should pass though 1900 generations so as to get 75600

individuals. Finally, since Gmut should be selected as a smaller

value, we set Gmut as 0.01.

The calibrations of eight uncertain parameters in RA and

GA are compared in Table III. The pushing operation is the

same (called as the first pushing). All calibrated parameters,

error distance and volume precision between real and virtual

rheology objects are described in Table III. Because of their

shape and volume consistencies, we understand GA is better

than RA for the calibration. The reason is as follows: RA

is a probabilistic search which randomly and sequentially

selects initial points to investigate their local minima. Then,



it finally selects the smallest value of many local minima as

a near-optimal solution. Therefore, RA consists of many local

searches. As contrasted with this, GA synchronously selects

and extends many better points in each generation. Therefore,

GA simultaneously switches global and local investigations.

As a result, GA quickly finds a hopeful area even though

search space is too huge.

TABLE III

C         

  1. (S : T    )

The number of captured points is N = 14551

Calibration S Volume S Volume

result [cm] [cm3] [cm] [cm3]

(model 1-RA) 2442 67.35 (model 1-GA) 2350 67.85

K C1 C2 a

[g f /cm3] [g f s/cm3] [g f s/cm3]

(model 1-RA) - core 2245 4970 4277 0.68

- surf 1870 3026 2526 0.47

(model 1-GA) - core 293 9988 19961 0.63

- surf 2477 561 4454 0.63

The number of points whose errors are larger than 0.25cm

first second third fourth total

(model 1-RA) 1182 922 721 737 3562

(model 1-GA) 1091 990 579 637 3297

D. Comparison between Sparse and Dense Four Models

In this paragraph, in order to check shape precision in the

progression of model resolution, we prepare two MSD models

whose sizes are 6 × 4 × 6 and 11 × 7 × 11. All calibrated

parameters, error distance and volume precision between real

and virtual rheology objects are described for models 1 ∼ 4

whose sizes are 6×4×6 and 11×7×11 in Table IV and Table

V, respectively. In addition, shape deformations after pushing

and releasing are illustrated in Fig.11 and Fig.12 for models

1 ∼ 4′ whose sizes are 6× 4× 6 and 11× 7× 11, respectively.

Although all are for the second pushing operation (Fig.9(b)),

tendency is the same for the first pushing operation (Fig.9(a)).

TABLE IV

C          

 (S : T    ).

The number of captured points is N = 15372

Calibration result (model 2) (model 3) (model 4) (model 2’) (model 4’)

S [cm] 2261 1724 1855 1831 1835

Volume [cm3] 69.62 74.97 74.49 76.30 75.94

Kcore [g f /cm3] 2986 2994 104 220 137

Ccore
1

[g f s/cm3] 508 1262 9839 1030 620

Ccore
2

[g f s/cm3] 19149 12839 4071 522 1747

acore 0.66 0.70 0.70 0.60 0.60

K sur f [g f /cm3] 2232 3000 1687 313 142

C
sur f

1
[g f s/cm3] 1980 667 559 1008 630

C
sur f

2
[g f s/cm3] 13121 6457 9169 505 1938

asur f 0.66 0.70 0.30 0.60 0.61

K−in C−in
1

C−in
2

a−in

[g f /cm3] [g f s/cm3] [g f s/cm3]

(model 2’) -core 2901 1163 13672 0.45

(model 2’) -surf 2880 1302 14888 0.45

(model 4’) -core 2286 920 16399 0.64

(model 4’) -surf 2301 910 16410 0.70

The number of points whose errors are larger than 0.25cm

first second third fourth total

(model 2) 486 545 910 961 2902

(model 3) 361 265 299 267 1192

(model 4) 314 563 494 426 1797

(model 2’) 187 395 415 393 1390

(model 4’) 215 331 480 567 1593

TABLE V

C          

 (S : T    ).

The number of captured points is N = 15372

Calibration result (model 2) (model 3) (model 4) (model 2’) (model 4’)

S [cm] 1518 1663 1383 1506 1352

Volume [cm3] 71.14 75.16 74.58 72.88 75.64

Kcore [g f /cm3] 2990 2796 1903 2424 287

Ccore
1

[g f s/cm3] 3194 536 2688 4901 1961

Ccore
2

[g f s/cm3] 4118 525 807 2664 5559

acore 0.69 0.40 0.30 0.61 0.59

K sur f [g f /cm3] 1781 2704 2232 1899 1313

C
sur f

1
[g f s/cm3] 3603 539 732 5837 3895

C
sur f

2
[g f s/cm3] 1735 9177 3401 10606 8416

asur f 0.69 0.47 0.61 0.47 0.70

K−in C−in
1

C−in
2

a−in

[g f /cm3] [g f s/cm3] [g f s/cm3]

(model 2’) -core 1902 2015 1759 0.31

(model 2’) -surf 236 603 19003 0.59

(model 4’) -core 117 632 1875 0.63

(model 4’) -surf 412 1300 2783 0.53

The number of points whose errors are larger than 0.25cm

first second third fourth total

(model 2) 150 111 252 291 804

(model 3) 523 263 199 212 1197

(model 4) 157 261 425 165 1008

(model 2’) 219 167 232 267 885

(model 4’) 258 188 168 147 761

Times differ each other in the first pushing, which left

and right edges of a rigid body contact a rheology object.

Therefore, a set of mass points around the left edge is firstly

affected by a set of external forces, and secondly another set

of mass points around the right edge is affected by another set

of external forces. Because of digitalization of our models

and time lag, all external forces are inaccurate. Moreover,

each of edges is far from any mass point in the second

pushing. For this reason, larger forces are affected at all mass

points along X=2 and Y=3, which rigid and rheology objects

encounter, relatively smaller forces are affected at all mass

points along X=1 and Y=3 or X=3 and Y=3, which rigid

and rheology objects do not encounter in 6 × 4 × 6 resolution

(Fig.9(b)). Because of discreteness of our models, it is difficult

to distribute all the external forces precisely. This imprecision

can be partially solved by increasing resolution of each model.

For this reason, all models whose voxels are 11 × 7 × 11 are

more precise than these whose voxels are 6 × 4 × 6.

Fig. 11. The sum of differences between real and virtual rheology objects
for the second pushing. (a) Real rheology object. (b),(c),(d) Virtual rheology
objects. Areas are colored by dark gray, whose errors are larger than 0.25
[cm] in the models 3, 2’ and 4’.

V. C

In this paper, in order to acquire more precise deformation

of our voxel/lattice structure which consists of mass-spring-



Fig. 12. The sum of differences between real and virtual rheology objects
for the second pushing. (a) Real rheology object. (b),(c),(d) Virtual rheology
objects. Areas are colored by dark gray, whose errors are larger than 0.25
[cm] in the models 3, 2’ and 4’.

damper elements, we tried to test three ideas. First idea is

to distinguish and calibrate many types of our basic MSD

elements. Second idea is to increase volume resolution, that

is, number of voxels in a virtual rheologic object. Third

idea is to introduce two kinds of volume constant conditions,

that is, local (feed-forward) and global (feedback) ones. The

concluding remarks are as follows:

(1) The larger the number of calibrating parameters is, the

larger the calculation time to calibrate is, but the more precise

shape of the virtual rheology object is.

(2) The larger the number of voxels is, the larger the

calculation time to form is, but the more precise the shape

of virtual rheology object is.

(3) The local volume constant condition leads a feed-

forward action. This is quick but unstable. Therefore, if we

spend much time to calibrate, a virtual rheology object quickly

converges to adequate shape, otherwise, its shape is destroyed.

On the other hand, the global volume constant condition leads

a feedback action. This is slow but stable. Even though we

cannot have much time to calibrate, the virtual rheology object

frequently converges to reasonable shape. This defective point

is time consuming because of calculating the volume of virtual

rheology object.

As a result, if the model resolution is lower, we need the

global volume constant condition to converge shape of a virtual

object. Therefore, we select the model 3 as the best one in

6 × 4 × 6 resolution. Although tough calibration is necessary,

the calculation is not so large. The reason is because deforming

the virtual object is within a few milli-seconds. As contrasted

with this, if the model resolution is higher, we require much

computation costs to calibrate and deform. To save them, we

use only the local volume constant condition which is about

two times faster than the global one. For this reason, we select

the model 2 or 2’ as the best one in 11×7×11 resolution. In this

case, we spend much time to calibrate uncertain parameters

carefully. Also, we should deform a virtual object by about

thirty milli-seconds within the video-frame rate.
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Abstract— In this paper, we compare two major structures
of MSD (Mass-Spring-Damper) particle models. One is the
lattice (hexahedral) structure, and the other is the truss
(tetrahedral) structure. They (especially, the truss structure)
have been frequently used for representing elastic and/or
visco-elastic object. The MSD model efficiently calculates
shape deformation of the above materials. In addition, in
order to maintain shape precision of each deformation, we
carefully calibrate coefficients of damper and spring of Voigt
part and a coefficient of damper of the other part in the
basic MSD element under many surface points capturing
a real rheologic object. A genetic algorithm is used for
probabilistic calibration. After the comparison, we get the
following properties:

(1) The lattice structure has too many elements for calcu-
lating force propagation. Therefore, it precisely leads shape
deformation with the help of the local (feed-forward) volume
constant condition.

(2) The truss structure does not have enough elements for
propagating internal forces. Therefore, in order to keep a
reasonable volume by expanding its virtual rheology object,
we need the global (feed-back) volume constant condition.

(3) The global condition is time consuming, but can directly
control the total volume of virtual rheology object. On the
other hand, the local one is quick, but directly expands only
a part (voxel) of the virtual object. Therefore, the volume
and shape in the lattice structure with the local condition are
better than those in the truss structure including the global
one.

(4) The number of MSD elements in the lattice structure is
about two times larger than that in the truss one. Therefore,
the former calculation is about two times slower than the
latter one. As contrasted with this, the global volume constant
condition is strictly two times or more slower than the local
one. As a result, calculation time of the lattice structure with
the local condition is smaller than that of the truss structure
with the global one.

In conclusion, the lattice structure with the local volume
constant condition is the best concerning to calculation cost
and shape precision.

I. INTRODUCTION

Real-time dynamic animations of many kinds of de-
formable materials are developing because of wonderful
PC, graphics acceleration board and so on. Modeling
many types of deformable objects is indispensable in many
areas such as tele-operation, humanoid, assembly and task
planning, computer animation, game/amusement and so on.
The key trade-off occurs between calculation time and de-
formation accuracy. The performance of modern computer

and graphics hardware has made physical-based animation
in real-time. But even with today’s best hardware and
most sophisticated technique [1],[2],[3], only few hundred
elements with small deformations have been simulated
in real-time. Furthermore, the deformation is not always
precise because shape sequences of real and virtual objects
are not compared yet.

In order to model elastic or visco-elastic material,
we have usually selected one of four methods, i.e., the
mass-spring-damper (MSD) method [4],[5],[6],[7], the fi-
nite difference method (FDM) [8], the boundary element
method (BEM) [9], and the finite element method (FEM)
[10],[11],[12],[13],[14]. The computation cost and defor-
mation accuracy increase in this order. To solve such a
trade-off between computation cost and shape accuracy,
we have studied two approaches, so called fast FEM and
precise MSD approaches.

In this research, we focus on the latter approach to deal
with a rheology object. Modeling a rheology object is
more difficult than doing an elastic or visco-elastic object
because the rheology object always leaves a residual dis-
placement after pushing operation. For this reason, a rhe-
ology object has been seldom modeled except few works
[15],[16],[17],[18],[19]. Therefore, whether the modeling
is precise has not been estimated yet. Also, few papers
dealt with calibration of a virtual elastic or visco-elastic
object by many experimental data captured from its real
one [6],[7].

In this paper, we derive elasticity and/or viscosity cal-
ibrated from deformations capturing a real rheology ob-
ject [18],[19]. In this situation, we compare two MSD
models whose structure is lattice with two MSD mod-
els whose structure is truss. So far, the truss structure
[2],[10],[17],[20] has been frequently adopted against the
lattice structure [15],[16],[18],[19]. In general, the number
of MSD elements in the lattice structure is about two times
larger than that in the truss structure. For this reason, force
propagation and shape deformation are usually better in the
lattice structure. To overcome this drawback in the truss
structure, we should add the global (feed-back) volume
constant condition. Furthermore, we compare MSD lattice
structures with/without the local (feed-forward) volume
constant condition and MSD truss structures with/without
the global (feed-back) volume constant condition.



In this paper, section 2 firstly describes our lattice
structure with many basic MSD elements which consist
of Voigt and damper parts. In addition, we explain how to
calculate shape deformation and force propagation in the
structure. They are calculated by solving dynamic equation
(quadratic differential equation). In this research, we select
the classic Euler method as a numerical integration method
for the ordinary differential equation. Moreover, we explain
our truss structure with the MSD elements, and by adding
local and global volume constant conditions into the lattice
and truss structures, we mention new lattice and truss struc-
tures, respectively. Section 3 illustrates how to calibrate
uncertain parameters in Voigt and damper parts and their
length ratio. For this calibration, we use a genetic algorithm
as a probabilistic near-optimal search. In section 4, we
give several kinds of comparative experimental results to
investigate the best MSD model and its properties. Finally
in section 5, we give a few conclusions and ongoing
remarks.

II. FOUR STRUCTURES CONSIST OF MSD ELEMENTS

In this section, we explain four kinds of structures
including mass-spring-damper (MSD) elements. Each el-
ement consists of two dampers and one spring. The lattice
structure without any volume constant condition is a basic
structure with three lengths of the basic elements. In this
model, we explain how to propagate internal forces in each
rheology object. Moreover, we illustrate the truss structure
without any volume constant condition by eliminating the
longest elements from the lattice structure without any
volume constant condition. Furthermore, in order to de-
crease the shape and/or volume difference between virtual
and real rheology objects, we modify the lattice and truss
structures without any volume constant condition into the
lattice structure with the local one and the truss structure
with the global one. Here in the local condition, we add a
set of internal force to expand or reduce each voxel. Also in
the global condition, we add a set of external forces whose
sum equals to zero, which are around virtual rheology
object for maintaining the volume of real rheology object.

A. Our Element with Voigt Model and Damper

First of all, we introduce our basic MSD element which
consists of Voigt and damper parts serially (Fig.1). This
is similar to elements proposed in [15],[16]. The element
in [15] consists of Voigt and Maxcell models serially, and
that in [16] consists of Voigt model and adaptive damper
serially. The adaptive damper flexibly controls coefficient
of the damper during pushing and releasing operations.

In our basic MSD element, the larger the coefficient
K is, the stronger the elasticity is. Thus, K controls
the displacement of deformation behavior. The larger the
coefficient C1 is, the stronger the viscosity is. Therefore,
C1 controls the speed of behavior. Finally, the larger the
coefficient C2 is, the larger the residual displacement is.
As long as C2 is small enough, the object appears elastic
or visco-elastic property. On the other hand, if C2 is large
enough, the object appears plastic property. If K, C1 or

C2 is too small, each element looses elastic, viscous, or
rheologic property. Finally, the initial length of basic MSD
element between neighbor mass points is denoted as 1, and
the length ratio between Voigt and damper parts is denoted
as a : 1− a (Fig.1). If the length of Voigt part is too long,
the residual replacement does not appear. If the length of
damper part is too long, the back behavior does not appear.
To avoid such cases, we set an interval 0.3 ≤ a ≤ 0.7.

C2 M
K

C1

a 1-a

Fig. 1. Our basic element with two dampers and one spring.

B. A Basic Lattice (Hexahedral) Structure
A rheology object deforms in a 3-D environment. In

order to describe several kinds of shape deformations
flexibly, we firstly divide the real object into a set of
voxels, and then allocate a lot of 1-D MSD elements into
the symmetric lattice structure around each mass point
neighboring eight voxels [15],[16]. In the structure, let us
distribute mass points uniformly in a rheology object whose
intervals are the same along X, Y, and Z axes (Fig.2(a)).
Let N be the number of mass points and Mobject be the
total mass of rheology object. Therefore, each mass point
is given by M = Mobject/N . In the experiment, we use
Mobject = 864 [g], N = Nx ×Ny × Nz (Nx, Ny , Nz: the
numbers of masses along X, Y, Z axes, respectively). For
example, M = about 1.02 for N = 847 = 11 × 7 × 11, or
M = about 0.15 for N = 5733 = 21 × 13 × 21.

In our experiment, a real rheology object is built by
mixing wheat flour and water. The rheology object whose
scales are 10cm × 6cm × 10cm along X, Y and Z axes,
which are horizontally and vertically two times larger than
its virtual rheology object whose scales are 5cm × 3cm
× 5cm along the axes. Therefore, the former volume (600
[cm3] = water weight [g]) is eight times larger than the
latter volume (75 [cm3]). Based on this similarity, force
propagation and shape deformation of real object equals to
these of virtual one.

The elements are inserted between neighboring mass
points as illustrated in Fig.3(a). A virtual rheology object
is deformed by expanding and contracting basic elements.
Let Pi,j,k be position vector corresponding to mass point
(i, j, k) (i, j, k are integers, 1 ≤ i ≤ Nx , 1 ≤ j ≤ Ny

and 1 ≤ k ≤ Nz). Let us derive quadratic differential
equation of each mass at Pi,j,k. Each internal force acting
on Pi,j,k by the element between Pi,j,k and its neighbor
Pi+α,j+β,k+γ is denoted by F α,β,γ

i,j,k . For each mass, 6
shorter elements whose distance is denoted as l, 12 normal
elements whose distance is denoted as

√
2l, and 8 longer

elements whose distance is denoted as
√

3l are located.
The unit length l is defined as 5/(Nx−1) cm for a virtual
rheology object.

Therefore, a total internal force F int
i,j,k acting on Pi,j,k

is given by the sum of 26(= 6 + 12 + 8) internal forces
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(a)

(c-3)

(b-3)

Fig. 2. (a) A real 3-D rheology object and its set of voxels. (b) The
lattice structure in the voxel model. (c) The truss structure in the voxel
model. (b-1),(c-1) The largest voxel. (b-2),(c-2) Smaller voxels whose
mass number is 3×3×3 and also voxel number is 2×2×2. (b-3),(c-3)
The smallest voxels whose mass number is 5 × 5 × 5 and also voxel
number is 4 × 4 × 4.
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Z(a)

neighboring mass viscoelastic element
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i-1 i i+1
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Pi,j,k

(b)

k+1
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k-1

i-1 i i+1

j

j+1

j-1

Pi,j,k

Fig. 3. (a) Neighboring mass points by basic elements in the lattice
structure. (b) Neighboring mass points by basic elements in the truss
structure.

F α,β,γ
i,j,k . Moreover, if the sum of active external forces

at Pi,j,k is denoted by F ext
i,j,k, we obtain the following

quadratic differential equation. This summation requires
small calculation time.

MP̈i,j,k = F int
i,j,k + F ext

i,j,k (1)

In order to calculate a next position Pi,j,k (1 ≤ i ≤ Nx,
1 ≤ j ≤ Ny and 1 ≤ k ≤ Nz) at each mass, we should
solve the above differential equation. This is done by the
relatively faster Euler method, but it is still expensive.

F int
i,j,k =

∑
α,β,γ∈{−1,0,1}
(α,β,γ)�=(0,0,0)

F α,β,γ
i,j,k (2)

Note that mass positions are fixed on surfaces of rhe-
ology object pushed by a rigid body and a whole floor.
This means the integrations by the Euler method can be
neglected.

C. A Basic Truss (Tetrahedral) Structure

As mentioned previously, a real 3-D rheology object
is expressed by a set of small voxels as its virtual one
(Fig.2(a)). Then in the last paragraph, we allocate many 1-
D MSD elements by the lattice structure in the voxel model
(Fig.2(b)). In this paragraph, we allocate many 1-D MSD
elements by the truss structure where many tetrahedrons
exist in the voxel model (Fig.2(c)). The difference between
lattice and truss structures is briefly explained as follows:
In the lattice structure, each mass point always connects
to all the neighbor points whose distances are l,

√
2l and√

3l (Fig.3(b)). On the other hand, in the truss model, each
voxel includes four smaller tetrahedrons and one larger
tetrahedron. They have many edges whose lengths are l
and

√
2l. Consequently, all longest pairs are eliminated,

whose distance is
√

3l, and also longer pairs are partially
eliminated, whose distance is

√
2l (Fig.3(b)).

The symmetries of force propagation and shape deforma-
tion are always maintained in the lattice structure (Fig.2(b-
1),(b-2),(b-3)). As contrasted with this, any symmetry of
force propagation or shape deformation is not kept at all in
the truss structure (Fig.2(c-1)). To overcome this drawback,
we pair two voxels whose truss structures are opposite
(Fig.2(c-2),(c-3)), For this reason, in order to construct
symmetric voxel/truss structure, we prepare a set of voxels
whose Nx, Ny and Nz are set as odd numbers.

In the voxel/lattice model, we regard an arbitrary mass
point as Pi,j,k (1 ≤ i ≤ Nx, 1 ≤ j ≤ Ny , 1 ≤ k ≤ Nz),
its neighbor mass points are denoted as Pi+α,j+β,k+γ

(α, β, γ ∈ {−1, 0, 1},(α, β, γ) �= (0, 0, 0)). Therefore, in-
ternal forces between the neighbor masses are represented
as F α,β,γ

i,j,k under two equations (1) and (2). On the contrary,
in the voxel/truss model, since each voxel includes five
tetrahedrons, the number of pairs of neighbors decreases.
For example, if i+ j +k is odd at an arbitrary point Pi,j,k

(three i, j and k are completely odd or the two are even and
one is odd), α, β and γ are satisfied under the following
condition:

|α|+ |β| + |γ| = 1 (3)

For this reason, there are six pairs of neighbors whose
length is l (Fig.4(a)). In addition, if i+ j +k is even at the
mass point Pi,j,k (three i, j and k are completely even or
the two are odd and one is even), α, β and γ are satisfied
under the following condition:

|α|+ |β| + |γ| �= 3 (4)



For this reason, there are two kinds of MSD el-
ements whose lengths are shorter l and longer

√
2l

in the voxel/truss model (Fig.4(b)). Compared with the
voxel/lattice model, there is no element whose length is
the longest

√
3l and also there is a few elements whose

length is the longer
√

2l in the voxel/truss model described
in Table I.

(a) (b)

Fig. 4. (a) A set of MSD elements satisfied in the equation (3). (b) The
other set of these satisfied in the equation (4).

TABLE I
A COMPARISON OF NUMBERS OF MASS POINTS AND BASIC ELEMENTS

BETWEEN THE LATTICE AND TRUSS STRUCTURES.

11 × 7 × 11 resolution
number of masses number of elements

lattice 847 8706
truss 847 4286

21 × 13 × 21 resolution
lattice 5733 65972
truss 5733 31492

D. Feed-Forward (Local) Volume Constant Condition in
the Lattice Structure

The local volume constant condition extends a voxel
during deformation by eliminating four longest elements
(whose distances are

√
3l cm in Fig.5(a)) and adding eight

half-length elements from its center of gravity to eight
vertices (whose distances are

√
3l/2cm in Fig.5(b)).

(a) (b)

Gvoxel

Fig. 5. Local volume constant condition: (a) Four longest elements
directly connecting two opposite vertices in a voxel. (b) Eight shorter
elements connecting from the center Gvoxel of gravity of a voxel to its
eight vertices.

This technique has been already used in a MS (mass-
spring) model [21]. This controls the isotropy or anisotropy
of elastic material. This idea can be straightforwardly
extended to rheologic material controlled by a MSD (mass-
spring-damper) model. Since this needs MSD elements
whose lengths are

√
3l, this can be applied for not the

voxel/truss model but the voxel/lattice model.

E. Feed-back (Global) Volume Constant Condition in the
Truss Structure

The local volume constant condition is a feed-forward
approach and thus cannot decrease the difference between

real and virtual objects directly. For this reason, the volume
of virtual object does not equal to that of real one.
Also, the local volume constant condition does not ensure
stability of shape deformation, especially if all uncertain
parameters are not well calibrated. To overcome this, we
test another volume constant condition which is similar to
[16],[22],[23].

According to the global volume constant condition based
on the Pascal’s Principle, we always add external forces
at all mass points around the surface of virtual rheology
object by minimizing the volume difference between Vint

and V (Vint: the volume of real rheology object, and V : the
volume of virtual rheology object). If V ≤ Vint is satisfied,
a negative unit magnitude p of external force appears
around a virtual rheology object (Fig.6(a)), otherwise, a
positive unit magnitude p of external force appears around
the object (Fig.6(b)) (V̇ : time difference of the volume V ,
Kvol: elastic coefficient of global volume constant condi-
tion, Cvol: viscous coefficient of global volume constant
condition).

p = −Kvol(V − Vint) − CvolV̇ (5)

Ffac
k

Fver
i

Pi

(a) (b) (c)

Fig. 6. Global volume constant condition: (a) If V ≤ Vint is satisfied,
an outward external force appears around a virtual rheology object. (b)
If Vint ≤ V is kept, an inward external force occurs around it. (c) An
external force F

fac
k on a patch Pk is distributed into four forces F ver

i
of its corners.

Furthermore, concerning to a patch Pk whose number is
k, area is Sk , and outward unit normal vector is nout

k . By
the global volume constant condition, there is an additional
force F fac

k at a patch Pk (Fig.6(c)).
The force F fac

k acting to the patch Pk is denoted as the
following equation.

F fac
k = pSknout

k (6)

In succession, the force F fac
k is distributed into four

forces at corner masses of Pk. Therefore, the force F ver
i

acting to each corner mass is denoted by the following
equation (i: mass number around a virtual rheology object,
Ai: a set of all patches including the mass).

F ver
i =

∑
k∈Ai

F fac
k

4
(7)

The total sum of all external forces at all mass points
around a virtual rheology object amounts to zero. This
means that the set of external forces around the virtual
rheology object is always zero. This means that the set
of internal forces is always constant and consequently mo-
mentum variation is completely fixed. Furthermore, as long



as two coefficients Kvol and Cvol are set large enough, the
volume of virtual rheology object nearly equals to that of
real rheology object stably. These parameters should not be
calibrated at all because of the feedback property. Finally,
the global volume constant condition is categorized into
a feedback method for decreasing the volume difference
between virtual and real objects. Therefore using the global
volume constant condition, the volume of virtual object is
precisely coincident with that of real one.

III. CALIBRATE MANY UNCERTAIN PARAMETERS

The defective point of MSD is accuracy of force
propagation and shape deformation. To overcome this,
we calibrate many uncertain parameters of four models
by minimizing the difference between shape deformations
of real and virtual rheology objects. For this purpose,
we calibrate 16 coefficients of spring, dampers, and ratio
between Voigt and damper parts of our MSD elements
in the voxel/lattice model with the local volume constant
condition, and do 8 ones in the other three models by a
genetic algorithm (GA).

A. How to Calculate Shape Difference Between Real and
Virtual Rheology Objects

In this research, a rheology object is precisely pushed
by a rigid body located at the tip of a robotic manip-
ulator (Fig.7(a)). The deformation, that is, the sequence
of shapes is measured by two stereo vision camera sys-
tems Digiclops and its software development kit (SDK)
Triclops (provided by Point Grey Research Inc, Canada).
Each captures about three or more thousand points as
shape of real rheology object in the real-time manner.
After capturing the shape deformation, we finally measure
how much total volume is changed before pushing and
after releasing the rheology object. For this purpose, we
use the following primitive method. First of all, we fill
a ball with water, and then drop a deformed object into
the ball (Fig.7(b)). Secondly, we gather overflowed water
and measure its weight by a precise electric balance. As a
result, we can understand volume of rheology object always
decreases by about 3 percentages.

(a) (b)

Fig. 7. (a) An experiment system: A real rheology object is pushed
by a rectangular rigid body located at the tip of a robotic manipulator,
and deformations of its sides are measured by two Digicrops cameras.
(b) The volume difference between an initial real rheology object and its
pushed one is measured by the overflowed water.

In order to evaluate the difference between real and
virtual rheology objects, we summarize minimum distances
from captured points to their nearest surfaces around a vir-
tual rheology object. The object consists of Nx ×Ny ×Nz

hexahedrons which are individually deformed from initial
cubes. Therefore, in order to evaluate the difference, we
calculate the minimum of Nx×Ny ×Nz shortest distances
for each captured point to all hexahedrons by the Lin-
Canny closest point algorithm [24], and then we calculate
the sum S of all the minimum distances for all captured
points, which are larger than the average error 0.05cm of
Digiclops. In our calibration, we use the sum of four S at
four times during and after each pushing operation (Fig.8).

4.0

6.0

vertical displacement (cm)

time (s)1.0 2.0 3.0

calibrating time

Fig. 8. The vertical displacement along the Y-axis in the pushing, keeping
and releasing operations described as black whole and dot lines.

Y

Z
X

(0,0,10) (10,0,10)

(0,6,0) (10,6,0)

(10,0,0)

(a)

(b)

(c)

Fig. 9. (a) 3-D view for the pushing operation. (b) Front view. (c) Upper
view.

By minimizing the total S in a genetic algorithm, we
can obtain a better set of at most 16 (at least 8) C1, C2,
K and ratio a.

B. Genetic Algorithm (GA)

1. Initialize four parameters Gind, Ggen, Gsur, Gmut.
Gind is the number of individuals, Ggen is a generation
threshold. Gsur is a survival ratio of individuals from last
generations to present ones (0 ≤ Gsur ≤ 1). Gmut is a
mutation ratio (0 ≤ Gmut ≤ 1). In addition, set present
generation Pgen as 0.

2. Generate individuals whose number is Gind. Each
consists of calibrating parameters such as K, C1 and so
on. The parameters are randomly selected within their
intervals.

3. If Pgen amounts to Ggen, this algorithm finishes.
Otherwise, evaluate and sort all individuals by shape dif-
ferences Sn(n = 1, 2, · · · , Gind) between real and virtual
objects for all individuals.

4. Select better individuals whose number is Gind ×
Gsur. We call this as selection.



5. Generate a few individuals by reversing bits of their
original ones, whose number is Gind ×Gmut. This opera-
tion is called as mutation.

6. Select two individuals (A and B). Each individual
is bit-ized, and its crossing point is randomly selected.
Then, cut each at the crossing point to generate former
and latter parts (Af and Al, or Bf and Bl). Then, one
former and another latter are combined (Af +Bl) to make
the other individuals. This is called as crossing. Finally,
after incrementing Pgen, we return to the step 3.

Finally, Gind × (1− Gsur) individuals newly appear in
the next generation by crossing or mutation (Gind ×Gsur

individuals are left from the last generation).

IV. COMPARATIVE RESULTS

In this section, we compare four structures with each
other concerning to computation time, memory storage and
shape accuracy. The deformation of virtual rheology object
is calculated and visualized by a 3-D graphics software
OpenGL in a personal computer (CPU: Pentium4 3.00GHz,
Main memory: 2048MB) with a 3-D graphics acceleration
board (GeForce FX 5600, 128MB).

In all structures, we distinguish MSD elements in surface
and core areas of virtual rheology object to calibrate
(Fig.10). The first set is Ksurf , Csurf

1 , Csurf
2 , asurf

within the surface area, and the second set is Kcore ,
Ccore

1 , Ccore
2 , acore within the core area. Furthermore,

in the lattice structure with the local volume constant
condition, we distinguish MSD elements on and in each
voxel. That is, we categorize shortest 8 diagonal elements
illustrated in Fig.5 as basic elements in a voxel, and
categorize the other longer 18 elements as basic elements
on a voxel. Therefore, the first set is Ksurf−in, Csurf−in

1 ,
Csurf−in

2 , asurf−in in each voxel within surface area, the
second set is Kcore−in, Ccore−in

1 , Ccore−in
2 , acore−in) in

each voxel within core area, the third set is Ksurf−on,
Csurf−on

1 , Csurf−on
2 , asurf−on) on each voxel within

surface area, and the fourth set is Kcore−on, Ccore−on
1 ,

Ccore−on
2 , acore−on on each voxel within core area. Finally,

so as to form a virtual object pushed by a rigid body
stably (Fig.11(a)), we give the following intervals 50 ≤
Ksurf−in, Kcore−in ≤ 3000, 100 ≤ Ksurf−on, Kcore−on

≤ 3000, 250 ≤ Csurf−in
1 , Ccore−in

1 ≤ 10000, 500 ≤
Csurf−on

1 , Ccore−on
1 ≤ 10000, 250 ≤ Csurf−in

2 , Ccore−in
2

≤ 20000, 500 ≤ Csurf−on
2 , Ccore−on

2 ≤ 20000, 0.3 ≤
asurf−in, acore−in, asurf−on, acore−on ≤ 0.7. If some of
them are too large, each element becomes unstable and
consequently shape of virtual rheology object is crushed
as illustrated in Fig.11(b).

A. Computation Complexity and Memory Storage

In the virtual 3-D graphics world, we construct the
lattice and truss structures without any volume constant
condition, the lattice structure with the local one, and the
truss structure with the global one. First of all, we generate
2000 deformations of virtual rheology object in simulation,
which correspond to their deformations of real rheology
object in all experimental trials by 4 [s]. Therefore, each

(a) (b)

Fig. 10. Surface and core areas of virtual rheology object. Black and
white mass points are located on the surface and core areas, respectively.
Gray voxel and dotted line are among the core area. (a) 5×3×3 model.
(b) 10 × 6 × 6 model.

(b)(a)
Fig. 11. (a) A stable shape of a rheology object. (b) An unstable shape
of the object.

deformation time in simulation corresponds to 2 [ms] in
experiment. Secondly in each simulation, we make their
deformations of virtual rheology object by about 60 [s]
in the lattice structure without any condition or 50 [s]
in the truss structure without it or 60 [s] in the lattice
structure with the local volume constant condition or 90
[s] in the truss structure with the global one, whose size
is 11 × 7 × 11. Therefore, PC and graphics acceleration
board require about 30 or 25 or 30 or 45 [ms] per each
deformation (Table II).

TABLE II
CALCULATION TIME [msec] AND MEMORY STORAGE [MB] PER ONE

DEFORMATION FOR THE PUSHING OPERATION BY OUR PC.

Total calculation time [msec]
[11 × 7 × 11] [21 × 13 × 21]

lattice str. wo. any cond. 30.727 229.094
truss str. wo. any cond. 24.039 172.758

lattice str. wi. local cond. 31.109 230.164
truss str. wi. global cond. 46.633 347.157

Deformation calculation time [msec]
lattice str. wo. any cond. 15.033 122.182
truss str. wo. any cond. 8.775 61.103

lattice str. wi. local cond. 16.093 128.683
truss str. wi. global cond. 31.239 244.315

Memory storage [MB]
lattice str. wo. any cond. 44.648 99.988
truss str. wo. any cond. 44.808 100.720

lattice str. wi. local cond. 45.032 100.964
truss str. wi. global cond. 44.476 100.684

Total calculation time Tcal in Table II is the sum of
deformation time Tdef and the other time Tove (Tcal =
Tdef + Tove). Tove is mainly the time to calculate Sn,
which proportionally depends on the number of voxels,
i.e., (Nx − 1) × (Ny − 1) × (Nz − 1). In the lattice and
truss structures without any volume constant condition, the
time Tdef for calculating deformation almost equals to
time Tint for integrating quadratic differential equations at
many mass points, i.e., Tdef = Tint. Tint in four models
directly depends on the number of our MSD elements, i.e.,



(Nx − 1) × (Ny − 1) × (Nz − 1). Furthermore, in the
truss structure with the global one, we should additionally
consider time Tvol to calculate the total volume of virtual
rheology object by summing up volumes of all polyhedrons
deformed from voxels. Also, Tvol directly depends on
(Nx − 1) × (Ny − 1) × (Nz − 1). For this reason, only
in the truss structure with the global condition, time Tdef

to calculate each deformation equals to total time Tint

and Tvol, i.e., Tdef = Tint + Tvol. Since numbers of
mass points in four kinds of models are almost the same,
memory storage is also the same. The memory storage
m is approximately evaluated by summing mN and mS .
The mass storage mN directly depends on the number of
masses, and the software storage mS is determined as the
sum of C++ compiler (VC++ 6.0) and OpenGL software. It
is invariable. From Table II, we understand mS = 33[MB]
(C++ compiler = 20[MB] and OpenGL = 13[MB]) and
mN = 12×N [KB] (N = Nx × Ny ×Nz : the number of
mass points).

B. Deformation Accuracy

In this paragraph, we calibrate a better set of uncertain
parameters by a genetic algorithm (GA). Firstly, we set
Gind as a small value 50. The reason is that similar
individuals frequently appear even though Gind is larger.
Then, we set Gsur as a small value 0.2 because of the
same reason. Thirdly, we set Ggen as 250 (the lattice
structure without any volume constant condition) or 360
(the truss structure without any volume constant condition)
or 250 (the lattice structure with the local volume constant
condition) or 170 (the truss structure with the global
volume constant condition) in 11×7×11 resolution. After
determining Gind = 50 and Gsur = 0.2, we always get
40 individuals in each generation. Therefore, in order to
get 10080, 12100, 10080 and 6720 individuals, we pass
though 250, 300, 250 and 170 generations, respectively.
Thus, calibrating time by GA turns into 168 hours. Finally,
since Gmut should be selected as a smaller value, we set
Gmut as 0.01.

All calibrated parameters, error distance and volume
precision between real and virtual rheology objects are
described for the lattice and truss structures without any
volume constant condition, the lattice structure with the
local one, and the truss structure with the global one,
whose size is 11 × 7 × 11 in Table III. In addition, shape
deformation after releasing is illustrated in Fig.12 for the
lattice and truss structures without any volume constant
condition, the lattice structure with the local one, and the
truss structure with the global one, whose size is 11×7×11.
Every pushing operation is illustrated in Fig.8 and 9.

If a virtual rheology object modeled in the voxel/lattice
and voxel/truss models without any volume constant con-
dition is pushed by the operation, expanding the rheology
object is not enough (the volume of virtual rheology object
is extremely smaller than that of its real one. The real
volume is 72.75 [cm2] = 75 [cm2] × 0.97). This means
that force propagation of a real rheology object cannot
be realized by these models themselves. This tendency is

TABLE III
CALIBRATION RESULTS BY GENETIC ALGORITHM FOR THE PUSHING

OPERATION IN FOUR STRUCTURES.

The number of captured points is N = 15372
Calibration result lattice

struct.
without
local
v.c.c

truss
struct.
without
global
v.c.c

lattice
struct.
with
local
v.c.c

truss
struct.
with
global
v.c.c

S [cm] 2201 2583 1506 1908
V olume [cm3 ] 70.56 69.28 72.88 74.83
Kcore [gf/cm3 ] 2946 177 2424 3000
Ccore

1 [gfs/cm3 ] 9992 8653 4901 500
Ccore

2 [gfs/cm3 ] 19598 5395 2664 14798
acore 0.69 0.34 0.61 0.70
Ksurf [gf/cm3 ] 2968 2717 1899 2997
Csurf

1 [gfs/cm3 ] 768 519 5837 2941
Csurf

2 [gfs/cm3 ] 19883 582 10606 19998
asurf 0.69 0.68 0.47 0.70

K−in C−in
1 C−in

2 a−in

[gf/cm3 ] [gfs/cm3 ] [gfs/cm3 ]
lattice st. wi. l.v.c.c - core 1902 2015 1759 0.31
lattice st. wi. l.v.c.c - surf 236 603 19003 0.59

The number of captured points whose errors are more than 0.25cm
first second third fourth total

lattice st. wo. l.v.c.c 700 623 584 547 2454
truss st. wo. g.v.c.c 1076 1043 785 800 3704
lattice st. wi. l.v.c.c 219 167 232 267 885
truss st. wi. g.v.c.c 668 439 343 369 1819

remarkable especially in the voxel/truss model because its
number of MSD elements is smaller than the number of
them in the voxel/lattice model. To overcome this defective
point, we add local and global volume constant conditions
into the voxel/lattice and voxel/truss models, respectively.
The reason is as follows: the local (feed-forward) condition
cannot be applied for the voxel/truss model and also the
global (feed-back) condition is about two times shower
than the local (feed-forward) one. The feed-back condition
strictly leads the volume of a virtual rheology object to that
of a real one. For this reason, the volume of voxel/truss
model with the feed-back condition always converges to
that of a real rheology object (Table III). However, the
shape of voxel/truss model with the feed-back condition
is not always coincident to that of a real rheology object
(Fig.12 and Table III). This perhaps occurs by eliminating
four MSD elements whose lengths are the longest. This
problem can be solved in the lattice structure with the local
volume constant condition because it reasonably expands
each voxel to get shape of a rheology object which is quite
similar to shape of a real one.

V. CONCLUSIONS

In this paper, we compared lattice and truss structures in
the same voxel MSD model. The lattice structure excludes
and includes the local volume constant condition, and also
the truss structure excludes and includes the global volume
constant condition. The concluding remarks are as follows:

(1) The smaller order of differences between volumes
and shapes of virtual and real rheology objects during
the deformation is as follows: (lattice structure with the
local volume constant condition) � (truss structure with
the global volume constant condition) � (lattice structure
without the local volume constant condition) � (truss
structure without the global volume constant condition).



(b) (c)(a) (d)

front

left

back

right

top
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Fig. 12. Deformation differences between real and virtual rheology objects for the pushing operation. (a) Real rheology object. (b),(c),(d),(e) Virtual
rheology objects. Areas are colored by dark gray, whose errors are larger than 0.25 [cm] in the lattice and truss structures without any volume constant
condition, the lattice structure with the local one, and the truss structure with the global one.

(2) The smaller order of calculation costs is as fol-
lows: (truss structure without the global volume constant
condition) > (lattice structure without the local volume
constant condition) > (lattice structure with the local
volume constant condition) � (truss structure with the
global volume constant condition).

(3) In consequence, (lattice structure with the local
volume constant condition) is the best structure in the real-
time dynamic animation.

In future, we try to compare another structure and/or
basic MSD element with the proposed ones
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第4章 連続体力学に基づく物体変形の
パーティクルベースモデリング

4.1 緒言
仮想レオロジー物体における研究課題として，大変形シミュレーションが挙げら

れる．食品加工においては，小麦粉生地に大きな変形が加わる場面が多く見られる．
たとえば，麺体を練るという加工工程において，麺体は元の厚さに比して 10%の厚
さまで伸ばされる場合がある．そのため，小麦粉生地の変形シミュレーションにお
いて，大変形に対応したいというニーズが存在する．しかし，物体変形シミュレー
ションにおいて大変形は困難な課題であり，現状においては大変形時のシミュレー
ションの安定性に難がある．本章では，安定に大変形シミュレーションが可能な物
体変形モデルを提案する．
一般に三次元物体の変形モデリングは，伸張変形，剪断変形，体積変形の３つの

観点から行われる．しかし，力学的等方性を持つ物体において，この３つは独立で
はなく，この内の二つをモデリングすれば，物体の変形特性を表現することができ
る．そこで，本章では，剪断モデルおよび体積モデルの二つをモデリングする．大
変形に対応し，安定にリアルタイム変形シミュレーションが可能かつ連続体モデル
のパラメータが適用可能なレオロジー物体変形モデルの構築を目指す．

4.2 剪断モデル

4.2.1 二次元物体における剪断モデル

運動量保存則と角運動量保存則の両者を満たす剪断モデルを提案する．まず，長
方形の物体が図 4.1に示す形状に変形した場合，図 4.2-(a)方向の剪断に対する剪断
ひずみ γaは，

γa =
lha

lva
− linit

ha

linit
va

(4.1)
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図 4.1: 質点にかかる合力

 

(a) 横方向の剪断 (b)縦方向の剪断

図 4.2: 剪断

である．ただし，ここで lhaは稜線 PiPj における稜線 PiPk方向の成分，lvaは稜線
PiPj における稜線 PiPkの垂直方向の成分であり，linit

ha ，linit
va はそれらの初期状態に

おける値である．
剪断ひずみに対して発生する剪断応力はフォークトモデル，三要素モデル，一般化

フォークトモデル等の任意の力学要素で表現できる．たとえば，力学モデルにフォー
クトモデルを選択した場合，剪断弾性率をGela，剪断粘性率をGvisで表すと，剪断
応力は，

σshear
a = −Gela∆γa − Gvisγ̇a (4.2)

となる．また，図 4.2-(b)方向における剪断ひずみおよび剪断応力はγb = γa，σb = σa

となる．これらより，図 4.1における左側面の稜線 PiPj の長さを li,j，稜線 PiPj の
単位ベクトルを ei,j，下側の稜線 PiPkの長さを li,k，単位ベクトルを ei,kとすると，
左下の質点 Piにかかる剪断力のベクトルは，

F shear
i =

1

2
σshear

a li,jei,j +
1

2
σshear

b li,kei,k (4.3)

となる．
剪断要素において，図 4.2-(a)に示されるような上辺および下辺にかかる単一方向

の剪断力だけでは角運動量保存側は満たされず，図 4.2-(b)に示されるような側面の
辺に発生する力も含めた全体の合力において角運動量保存則が満たされる．そこで，
角運動量保存則を導入するために，図 4.1に示すように，質点にかかる合力に着目
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図 4.3: エッジにかかる力の分配

する．ここで，左下の質点 Piおよびそれに繋がる質点 Pj，Pkからなる計三つの質
点において，運動量保存則と角運動量保存則が満たされるような反作用を仮定する．
質点系において直線上にある二つの質点に対して，同じ大きさの力が逆向きにかか
る時，運動量保存則と角運動量保存則が同時に満たされることが知られている．同
様に，図 4.3に示すように，質点 Pを通り，剪断力ベクトルF shear

i と同一の向きを持
つ直線と，稜線 PjPkの交点に，−F shear

i を加えることで運動量保存則と角運動量保
存則が満たされる．稜線は質量を持たないため，稜線に加わる力は両端の質点に分
配される．これは，前述の交点の稜線上での位置に基づいて，分配する事ができる．
図 4.3に示すような交点の稜線における比率を acf とすると，質点 Pj，質点 Pkにか
かる力は，それぞれ

F cf
j = −(1 − acf)F

shear
i , (4.4)

F cf
k = −acfF

shear
i (4.5)

となる．
この剪断力学要素を図 4.4に示すように，４つの質点全てに適用する．すなわち，

図４において黒い丸で示された質点が (4.3)式によって計算される力を適用する対象
となる質点であり，白い丸で示された質点が (4.4),(4.5)式による反力が加わる点で
ある．菱形状物体においてこの４回の計算を行うと，各質点に生じる力は材料力学
における基本理論と合致する値となる．これは，正方形の物体が菱形状に変形した
場合，剪断力学要素によって生じる反作用が対角どうしでつりあい，打ち消しあう
ことにより，各質点に直接かけた剪断力のみが残るためである．
物体が菱形以外の形状に変形した場合では，剪断力のみでは運動量保存則および

角運動量保存則が満たされなくなる可能性がある．しかし，本節で述べた反作用を
加えることで，常に運動量保存則および角運動量保存則が満たされる．
本節で述べた剪断モデルは三角形にも適用することが可能である．その場合，作

用点および反作用点は図 4.5に示すものとなる．剪断力および反作用の式は四角形の
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図 4.4: 剪断力の加わる作用点および反作用点

(a) 左下点 (b) 上点 (c) 右下点

図 4.5: 三角形における剪断力の作用点および反作用点
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図 4.6: 平行四辺形状に変形した物体

ものと同一であり，(4.1)～(4.5)式を用いる．

4.2.2 二質点にかかる反作用の導出

この剪断モデルでは二質点にかかる反作用は常に等しい値となる．これを証明す
るため，剪断力の計算対象となる点 P0を原点とする図 4.6の座標系において，反力
のかかる位置を導出する．
剪断力の生じる質点を P0とし，反力の生じる質点を P1, P2とする．また，質点

P1の位置を [x1 y1]
Tとし，質点P2の位置を [x2 0]Tとする．，ここで，稜線 P0P1

の長さ l0,1および単位方向ベクトル e0,1は，それぞれ

l0,1 =
√

x2
1 + y2

1 (4.6)
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e0,1 =
1

l0,1

[
x1

y1

]
(4.7)

となり，線分 P0P2の長さ l0,2および単位接線ベクトル e0,2はそれぞれ

l0,2 = x2 (4.8)

e0,2 =

[
1

0

]
(4.9)

となる．また P1P2の中点M1,2は

M1,2 =
1

2

[
x1 + x2

y1

]
(4.10)

となる．
点P0に生じる剪断力F shear

0 の導出を行う．まず，エッジ P0P1における剪断ひず
みは，

tan θ =
x1

y1
(4.11)

であり，また，エッジP0P2における剪断ひずみも同一の値となる．すなわち，図 4.6

において任意の四角形に対し，

lha

lva

=
lhb

lvb

= tan θ (4.12)

が成り立つ．したがって，剪断弾性率をGとすると，P0に生じる剪断力F shear
0 は，

F shear
0 =

G

2
tan θ (l0,1e0,1 + l0,2e0,2) (4.13)

となる．この剪断力に対する反力のかかる点は，F shear
0 と同一の向きを持ちP0を通

る直線と，直線 P1P2の交点となる．この二つの直線それぞれにおける直線の式は，

y =
y1

x1 + x2
x (4.14)

y =
y1

x2 − x1
(x2 − x) (4.15)

となる．(4.14),(4.15)式より，交点Qの座標は，

Q =
1

2

[
x1 + x2

y1

]
(4.16)
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となる．(4.10)式および (4.16)式から，交点Qは中点M1,2 と同一であり，P1およ
びP2の中点となっていることが分かる．したがって，四角形の対角の変形形状が対
称なものであれば双方の反力が拮抗し，打ち消されて０となる．すなわち，任意の
長方形形状において，反力は０となる．また，任意の形状において反力は中点の位
置となるため，射影等の計算を行う必要はなく，反力を 1/2ずつ二つの質点に割り
振るだけでよい．

他の方法による反力の導出

反作用の計算式については別の方法で導出した場合にも同じ結果が得られる．反
作用が P1および P2に割り振られる比率を r1，r2とおくと，反作用 F re

1，F re
2 の定

義は，

F re
1 = r1F

shear
0 ,

F re
2 = r2F

shear
0

で代替できる．ここで，運動量保存則より，

F shear
0 + r1F

re
1 + r2F

re
2 = 0 (4.17)

であり，角運動量保存則により，

x0 × F shear
0 + r1x1 × F shear

0 + r2x2 × F shear
0 = 0 (4.18)

である．前節の座標系を対象とし，H0 = x0×F shear
0 ，H1 = x1×F re

1，H2 = x2×F re
2

とおくと，(4.17)(4.18) 式より，

r1 =
−H0z + H2z

H1z − H2x

= −1

2
,

r2 =
H0z − H1z

H1z − H2z

= −1

2

となる．よって，前節と同様に反作用が均等に割り振られていることが分かる．

4.2.3 三次元剪断モデルにおける剪断力

前述の剪断モデルを三次元に拡張することができる．まず，剪断力 F 3D
i を定義す

る．単純に四面体の各面の角度を剪断量とした場合，質点PiおよびPlの相対位置ベ
クトルを xrel

1 ，Piおよび Pkの相対位置ベクトルを xrel
2 ，Piおよび Pj の相対位置ベ
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図 4.7: 三次元物体における剪断ひずみ

クトルを xrel
3 とし，xrel

1 ，xrel
2 ，xrel

3 の単位ベクトルをそれぞれ erel
1 ，erel

2 ，erel
3 とし，

xrel
1 と xrel

2 による三角形に対して二次元の場合と同様に定義した剪断量 tan θ1,2，同
じく xrel

1 と xrel
3 での剪断量 tan θ1,3，xrel

2 とxrel
3 での剪断量 tan θ2,3を，

tan θ1,2 =
xrel

1 · erel
2

xrel
1 · erel

1

=
xrel

2 · erel
1

xrel
2 · erel

2

, (4.19)

tan θ1,3 =
xrel

1 · erel
3

xrel
1 · erel

1

=
xrel

3 · erel
1

xrel
3 · erel

3

, (4.20)

tan θ2,3 =
xrel

2 · erel
3

xrel
2 · erel

2

=
xrel

3 · erel
2

xrel
3 · erel

3

(4.21)

と定義する．例として，tan θ1,2を，図 4.7 に示す．
ただし，この定義では，ある方向への剪断変形が他の方向への剪断変形量に影響

を及ぼすという欠点がある．そこで，次に，他の方向の剪断変形の影響を受けない剪
断量を以下に定義する．この定義では，片方の稜線を，基点となる面に垂直でもう
片方の稜線を通る面に射影し，角度の計算を行う．すなわち，Pl方向を正とする面
PiPjPkの法線ベクトルを erel

A ，Pk方向を正とする面 PiPjPlの法線ベクトルを erel
B ，

Pj方向を正とする面 PiPkPlの法線ベクトルを erel
C とすると，剪断量を，

tan θA
1,2 =

xrel
1 · erel

2

xrel
1 · erel

A

, (4.22)

tan θA
1,3 =

xrel
1 · erel

3

xrel
1 · erel

A

, (4.23)

tan θB
2,3 =

xrel
2 · erel

3

xrel
2 · erel

B

, (4.24)

tan θB
2,1 =

xrel
2 · erel

1

xrel
2 · erel

B

, (4.25)
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図 4.8: 三次元物体における各軸独立な剪断ひずみの定義

tan θC
3,2 =

xrel
3 · erel

2

xrel
3 · erel

C

, (4.26)

tan θC
3,1 =

xrel
3 · erel

1

xrel
3 · erel

C

(4.27)

で定義する．たとえば，tan θA
1,2は，図 4.8に表される量となる．

二次元の場合，質点と稜線を基点に角度を計算していた．この場合，稜線と面を基点
に計算する形に拡張されている．定義した剪断量に対し，剪断力は，バネ・フォークト
モデル・三要素モデル，一般化フォークトモデル等，任意の力学モデルを用いて計算す
ることができる．各剪断量を γ3D =

[
tan θA

1,2 tan θA
1,3 tan θB

2,3 tan θB
2,1 tan θC

3,2 tan θC
3,1

]T
とし，力学モデルとしてフォークトモデルを選択した場合，剪断弾性率Gela，剪断
粘性率Gela，剪断応力 λ3D

i =
[
λ3D

A,1,2 λ3D
A,1,3 λ3D

B,2,3 λ3D
B,2,1 λ3D

C,3,2 λ3D
C,3,1

]T
は，

λ3D
i = −k∆γ3D

i − cγ̇3D
i (4.28)

となる．また質点Piにかかる剪断力 f 3D
i は，剪断応力と各剪断面の面積SA，SB，SC

より，

f 3D
i =

1

4
λ3D

i ·

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

SAerel
2 + SBnA

SAerel
3 + SCnA

SBerel
3 + SCnB

SBerel
1 + SAnB

SCerel
1 + SAnC

SCerel
2 + SBnC

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.29)

とする．
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4.3 体積モデル

4.3.1 二次元物体における体積変形

図 4.9に示す三角形による二次元物体の体積変形について述べる．三角形 PiPjPk

の符号付面積 Si,j,kは，

Si,j,k =
1

2

∣∣∣∣∣ Pjx − Pix Pjy − Piy

Pkx − Pix Pky − Piy

∣∣∣∣∣ (4.30)

で与えられる．Si,j,kとその初期面積 S init
i,j,kに対し，体積ひずみ γareaは，

γarea =
∆Si,j,k

S init
i,j,k

(4.31)

で表される．体積変形によって発生する内圧は，任意の力学モデルで計算できる，た
とえば，フォークトモデルにおいて，体積弾性率Kela，体積粘性率Kvisとすると，内
圧 Pareaは，

Parea = −Kelaγarea − Kvisγ̇area (4.32)

となる．内圧は各稜線に対し外向きの法線方向に加わるため，稜線PiPj，PiPk，PjPk

のそれぞれの長さを li,j，li,k，lj,kとし，各稜線の外向き法線ベクトルを ni,j，ni,k，
nj,kとすると，体積変形によって質点Pi，Pj，Pkにかかる力 f area

i ，f area
j ，f area

k は，

f area
i =

1

2
Parea (li,kni,k + li,jni,j) ,

f area
j =

1

2
Parea (lj,knj,k + li,jni,j) ,

f area
k =

1

2
Parea (li,kni,k + lj,knj,k)

 

i
P

j
P

k
Pni,k

nk,j

ni,j

図 4.9: 二次元物体の体積変形
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となる．
面積 Si,j,kは符号付であり，三角形が反転すると値がマイナスとなる．そのため，

三角形が反転した状態で平衡状態とならず，初期形状に戻ろうとする力が働き，位
相が保持される．これにより，大変形シミュレーションを安定におこなうことがで
きる．

4.3.2 三次元物体における体積変形

二次元の場合と同様に，図 4.10に示す四面体による三次元物体の体積変形につい
て述べる．四面体 PiPjPkPlの符号付体積 Vi,j,k,lは，

Vi,j,k,l =
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
Pjx − Pix Pjy − Piy Pjz − Piz

Pkx − Pix Pky − Piy Pkz − Piz

Plx − Pix Ply − Piy Plz − Piz

∣∣∣∣∣∣∣∣
(4.33)

で与えられる．Vi,j,k,lとその初期体積 V init
i,j,k,lに対し，体積ひずみ γvolは，

γvol =
∆Vi,j,k,l

V init
i,j,k,l

(4.34)

で表される．これに対し発生する内圧は，任意の力学モデルで計算できる，たとえ
ば，フォークトモデルにおいて，体積弾性率Kela，体積粘性率Kvisとすると，内圧
Pvolは，

Pvol = −Kelaγvol − Kvisγ̇vol (4.35)

となる．
内圧は各面に対し外向きの法線方向に加わるため，三角面 PiPjPkの面積を Si,j,k

とし，外向きの法線ベクトルをni,j,kとすると，体積変形によって質点Pi，Pj，Pk，
Plにかかる力 fvol

i ，fvol
j ，fvol

k ，fvol
l は，

fvol
i =

1

3
Pvol (Si,j,kni,j,k + Si,j,lni,j,l + Si,k,lni,k,l) ,

fvol
j =

1

3
Pvol (Si,j,kni,j,k + Si,j,lni,j,l + Sj,k,lnj,k,l) ,

fvol
k =

1

3
Pvol (Si,j,kni,j,k + Sj,k,lnj,k,l + Si,k,lni,k,l) ,

fvol
l =

1

3
Pvol (Sj,k,lnj,k,l + Si,j,lni,j,l + Si,k,lni,k,l)

となる．二次元の場合と同様，Vi,j,k,lが符号付体積であるため，四面体が反転すると
値がマイナスとなる．そのため，四面体が反転した状態で平衡状態とならず，初期

141



i
P

j
P

k
P

l
P

ni,j,k

図 4.10: 三次元物体の体積変形

形状に戻ろうとする力が働き，位相が保持される．これにより，大変形シミュレー
ションを安定におこなうことができる．

4.4 CSMによる非圧縮性のモデリング
小麦粉生地は，変形の前後および変形中において体積が一定であるという特徴を

持つ．これは非圧縮性と呼ばれる性質であり，体積弾性率がKela = ∞かつ体積粘性
率がKvis = ∞の時，物体は体積を一定に保ちながら変形する．しかし，前述の体積
モデルにおいては，体積弾性率には有限の値しか設定できない．この問題の解決方
法としては，体積および体積粘性率に有限の大きな値を設定するという手法が考え
られる．しかし，その場合，パラメータの設定方法が明確ではなく，物体の変形特
性に悪影響を与える恐れがある．そこで，本節において非圧縮性を表現する手法に
ついて述べる．
物体変形シミュレーションにおいて，物体の体積を一定に保つための手法として，

CSM (Constraint Stabilization Method) [1]を用いた体積の拘束を提案する．CSM

を用いることで，変形シミュレーション中に物体の体積が初期体積から外れても，臨
界減衰的な挙動で初期体積と同じ体積に修正される．すなわち，振動的な挙動を生
じることなく，物体の体積を拘束することができる．
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4.4.1 面積一定制約

二次元物体の場合，三角面の面積を一定に保つことで非圧縮性を表現する．ここ
では以下の図における三角形の物体に対して，ＣＳＭによる拘束を行う場合の数式
を導出する．
図の物体において，三角形の面積をSi,j,kとし，三角形の自然状態での面積をS init

i,j,k

とすると，拘束条件は Si,j,k − S init
i,j,k = 0であり，すなわち

R =
1

2

∣∣∣∣∣ Pjx − Pix Pjy − Piy

Pkx − Pix Pky − Piy

∣∣∣∣∣− S init
i,j,k = 0 (4.36)

である．運動エネルギーを T とし，ラグランジュの未定乗数 λをおくと，ラグラン
ジアンLは，

L = T + λR (4.37)

であり，三つの質点の運動エネルギーと拘束条件によるラグランジアンは

L =
1

2
mi

(
Ṗ 2

ix + Ṗ 2
iy

)
+

1

2
mj

(
Ṗ 2

jx + Ṗ 2
jy

)
+

1

2
mk

(
Ṗ 2

kx + Ṗ 2
ky

)
+ λR (4.38)

となる．ここで，ラグランジュの方程式から，

miP̈ix − 1

2
(Pjy − Pky)λ = 0, (4.39)

miP̈iy − 1

2
(−Pjx + Pkx) λ = 0, (4.40)

mjP̈jx − 1

2
(Pky − Piy) λ = 0, (4.41)

 

i
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j
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k
P

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

iy
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P

P

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

ky
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P

P
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図 4.11: 単一の三角形による二次元物体
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mjP̈jy − 1

2
(−Pkx + Pix) λ = 0, (4.42)

mkP̈kx − 1

2
(Piy − Pjy) λ = 0, (4.43)

mkP̈ky − 1

2
(−Pix + Pjx) λ = 0 (4.44)

となり，また，臨界減衰より，

R̈ + 2ωṘ + ω2R = 0 (4.45)

とし，Ṗi = Vi，Ṗj = Vj，Ṗk = Vkとおくと，式 (4.39)～(4.45)より，一階の微分方
程式を求めることができる．すなわち，

miV̇ix − 1

2
(Pjy − Pky) λ = 0, (4.46)

miV̇iy − 1

2
(−Pjx + Pkx)λ = 0, (4.47)

mjV̇jx − 1

2
(Pky − Piy)λ = 0, (4.48)

mjV̇jy − 1

2
(−Pkx + Pix)λ = 0, (4.49)

mkV̇kx − 1

2
(Piy − Pjy)λ = 0, (4.50)

mkV̇ky − 1

2
(−Pix + Pjx) λ = 0, (4.51)

−1

2
(Pjy − Pky) V̇ix − 1

2
(−Pjx + Pkx) V̇iy

−1

2
(Pky − Piy) V̇jx − 1

2
(−Pkx + Pix) V̇jy

−1

2
(Piy − Pjy) V̇kx − 1

2
(−Pix + Pjx) V̇ky

= C (Pix, · · · , Pky, Vix, · · · , Vky) (4.52)

である．ただし，ここで，

C (Pix, Piy, Pjx, Pjy, Pkx, Pky, Vix, Viy, Vjx, Vjy, Vkx, Vky)

= 2ωṘ + ω2R +

∣∣∣∣∣ Vjx − Vix Vjy − Viy

Vkx − Vix Vky − Viy

∣∣∣∣∣ ,
Ṙ (Pix, Piy, Pjx, Pjy, Pkx, Pky, Vix, Viy, Vjx, Vjy, Vkx, Vky)

=
1

2

(∣∣∣∣∣ Vjx − Vix Vjy − Viy

Pkx − Pix Pky − Piy

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ Pjx − Pix Pjy − Piy

Vkx − Vix Vky − Viy

∣∣∣∣∣
)

144



である．また，式 (4.46)～(4.52)を行列に直すと，
⎡
⎢⎢⎣

I

M −A

−AT

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

ṗN

v̇N

λ

⎤
⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎣

vN

0

C (Pix, · · · , Pky, Vix, · · · , Vky)

⎤
⎥⎥⎦ (4.53)

となる．ただし，ここで

pN =
[

Pix Piy Pjx Pjy Pkx Pky

]T
,

vN =
[

Vix Viy Vjx Vjy Vkx Vky

]T
,

M =

⎡
⎢⎢⎣

mi 0 0

0 mj 0

0 0 mk

⎤
⎥⎥⎦ ,

A =
1

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Pjy − Pky

−Pjx + Pkx

Pky − Piy

−Pkx + Pix

Piy − Pjy

−Piy + Pjy

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

である．(4.53)式では左辺左側の行列の逆行列を求めることが可能であり，λを求め
ることができる．CSMによって各節点に加わる力は λAであり，これを計算に適用
することにより，物体の面積を振動を生じずに常にほぼ一定に保つことができると
考えられる．

4.4.2 体積一定制約

前節と同様，三次元物体では，面積が体積に拡張される．すなわち図 4.12に示す
四面体PiPjPkPlの体積を一定に拘束する場合を考えると，拘束条件は，

RV =
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
Pjx − Pix Pjy − Piy Pjz − Piz

Pkx − Pix Pky − Piy Pkz − Piz

Plx − Pix Ply − Piy Plz − Piz

∣∣∣∣∣∣∣∣
− V init

i,j,k,l = 0 (4.54)
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図 4.12: 単一の四面体による三次元物体

となる．四つの質点の運動エネルギーと拘束条件によるラグランジアンは

Lv =
1

2
mi

(
Ṗ 2

ix + Ṗ 2
iy + Ṗ 2

iz

)
+

1

2
mj

(
Ṗ 2

jx + Ṗ 2
jy + Ṗ 2

jz

)

+
1

2
mk

(
Ṗ 2

kx + Ṗ 2
ky + Ṗ 2

kz

)
+

1

2
ml

(
Ṗ 2

lx + Ṗ 2
ly + Ṗ 2

lz

)
(4.55)

+ λRV

となる．また，臨界減衰より，

R̈V + 2ωṘV + ω2RV = 0 (4.56)

とし，ここで，Ṗi = Vi，Ṗj = Vj，Ṗk = Vk，Ṗ l = Vlとおくと，式 (4.54)～(4.56)か
ら，ラグランジュの方程式より，下記の一階の微分方程式が求まる．

mjV̇jx − 1

6
{(Pky − Piy) (Plz − Piz) − (Ply − Piy) (Pkz − Piz)}λ = 0,

mjV̇jy − 1

6
{(Pkz − Piz) (Plx − Pix) − (Pkx − Pix) (Plz − Piz)}λ = 0,

mjV̇jz − 1

6
{(Pkx − Pix) (Ply − Piy) − (Pky − Piy) (Plx − Pix)}λ = 0,

mkV̇kx − 1

6
{(Pjz − Piz) (Ply − Piy) − (Pjy − Piy) (Plz − Piz)}λ = 0,

mkV̇ky − 1

6
{(Pjx − Pix) (Plz − Piz) − (Pjz − Piz) (Plx − Pix)}λ = 0,
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mkV̇kz − 1

6
{(Pjy − Piy) (Plx − Pix) − (Pjx − Pix) (Ply − Piy)}λ = 0,

mlV̇lx − 1

6
{(Pjy − Piy) (Pkz − Piz) − (Pjz − Piz) (Pky − Piy)}λ = 0,

mlV̇lx − 1

6
{(Pjz − Piz) (Pkx − Pix) − (Pjx − Pix) (Pkz − Piz)} λ = 0,

mlV̇lz − 1

6
{(Pjx − Pix) (Pky − Piy) − (Pjy − Piy) (Pkx − Pix)}λ = 0,

miV̇ix − 1

6
{Pjy (Plz − Pkz) + Pky (Pjz − Plz) + Ply (Pkz − Pjz)}λ = 0,

miV̇iy − 1

6
{Pjz (Plx − Pkx) + Pkz (Pjx − Plx) + Plz (Pkx − Pjx)}λ = 0,

miV̇iy − 1

6
{Pjz (Plx − Pkx) + Pkz (Pjx − Plx) + Plz (Pkx − Pjx)}λ = 0,

miV̇iz − 1

6
{Pjx (Ply − Pky) + Pkx (Pjy − Ply) + Plx (Pky − Pjy)}λ = 0.

さらに

−1

6
{(Pky − Piy) (Plz − Piz) − (Ply − Piy) (Pkz − Piz)} V̇jx

−1

6
{(Pkz − Piz) (Plx − Pix) − (Pkx − Pix) (Plz − Piz)} V̇jy

−1

6
{(Pkx − Pix) (Ply − Piy) − (Pky − Piy) (Plx − Pix)} V̇jz

−1

6
{(Pjz − Piz) (Ply − Piy) − (Pjy − Piy) (Plz − Piz)} V̇kx

−1

6
{(Pjx − Pix) (Plz − Piz) − (Pjz − Piz) (Plx − Pix)} V̇ky

−1

6
{(Pjy − Piy) (Plx − Pix) − (Pjx − Pix) (Ply − Piy)} V̇kz

−1

6
{(Pjy − Piy) (Pkz − Piz) − (Pjz − Piz) (Pky − Piy)} V̇lx

−1

6
{(Pjz − Piz) (Pkx − Pix) − (Pjx − Pix) (Pkz − Piz)} V̇ly

−1

6
{(Pjx − Pix) (Pky − Piy) − (Pjy − Piy) (Pkx − Pix)} V̇lz

−1

6
{Pjy (Plz − Pkz) + Pky (Pjz − Plz) + Ply (Pkz − Pjz)} V̇ix

−1

6
{Pjz (Plx − Pkx) + Pkz (Pjx − Plx) + Plz (Pkx − Pjx)} V̇iy

−1

6
{Pjx (Ply − Pky) + Pkx (Pjy − Ply) + Plx (Pky − Pjy)} V̇iz
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= C (Pi,Pj,Pk,Pl,Vi,Vj,Vk,Vl)

ここで，

C (Pi,Pj,Pk,Pl,Vi,Vj,Vk,Vl)

= ω2RV + 2ωṘV

+
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
Vjx − Vix Vjy − Viy Vjz − Viz

Vkx − Vix Vky − Viy Vkz − Viz

Plx − Pix Ply − Piy Plz − Piz

∣∣∣∣∣∣∣∣

+
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
Vjx − Vix Vjy − Viy Vjz − Viz

Pkx − Pix Pky − Piy Pkz − Piz

Vlx − Vix Vly − Viy Vlz − Viz

∣∣∣∣∣∣∣∣

+
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
Pjx − Pix Pjy − Piy Pjz − Piz

Vkx − Vix Vky − Viy Vkz − Viz

Vlx − Vix Vly − Viy Vlz − Viz

∣∣∣∣∣∣∣∣
また

ṘV =
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
Vjx − Vix Vjy − Viy Vjz − Viz

Pkx − Pix Pky − Piy Pkz − Piz

Plx − Pix Ply − Piy Plz − Piz

∣∣∣∣∣∣∣∣

+
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
Pjx − Pix Pjy − Piy Pjz − Piz

Vkx − Vix Vky − Viy Vkz − Viz

Plx − Pix Ply − Piy Plz − Piz

∣∣∣∣∣∣∣∣

+
1

6

∣∣∣∣∣∣∣∣
Pjx − Pix Pjy − Piy Pjz − Piz

Pkx − Pix Pky − Piy Pkz − Piz

Vlx − Vix Vly − Viy Vlz − Viz

∣∣∣∣∣∣∣∣
である．これらを行列の形に直すと，⎡

⎢⎢⎣
I

M −Av

−AT
v

⎤
⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎣

ṗN

v̇N

λ

⎤
⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎣

vN

0

C (Pi,Pj,Pk,Vi,Vj,Vk)

⎤
⎥⎥⎦ (4.57)

となる．ただし，

M =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

mi 0 0 0

0 mj 0 0

0 0 mk 0

0 0 0 ml

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,
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pN =
[

Pi Pj Pk Pl

]T
,

vN =
[

Vi Vj Vk Vl

]T
,

また

Av =
1

6

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Pjy (Plz − Pkz) + Pky (Pjz − Plz) + Ply (Pkz − Pjz)

Pjz (Plx − Pkx) + Pkz (Pjx − Plx) + Plz (Pkx − Pjx)

Pjx (Ply − Pky) + Pkx (Pjy − Ply) + Plx (Pky − Pjy)

(Pky − Piy) (Plz − Piz) − (Ply − Piy) (Pkz − Piz)

(Pkz − Piz) (Plx − Pix) − (Pkx − Pix) (Plz − Piz)

(Pkx − Pix) (Ply − Piy) − (Pky − Piy) (Plx − Pix)

(Pjz − Piz) (Ply − Piy) − (Pjy − Piy) (Plz − Piz)

(Pjx − Pix) (Plz − Piz) − (Pjz − Piz) (Plx − Pix)

(Pjy − Piy) (Plx − Pix) − (Pjx − Pix) (Ply − Piy)

(Pjy − Piy) (Pkz − Piz) − (Pjz − Piz) (Pky − Piy)

(Pjz − Piz) (Pkx − Pix) − (Pjx − Pix) (Pkz − Piz)

(Pjx − Pix) (Pky − Piy) − (Pjy − Piy) (Pkx − Pix)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.58)

である．二次元の場合と同様，(4.57)式の左辺左側の行列の逆行列を求めることが
可能であり，λを求めることができる．CSMによって各節点に加わる力は λAvであ
り，これを計算に適用することにより，振動を生じずに物体の体積をほぼ一定に保
つことができると考えられる．

4.4.3 パラメータの設定

CSMによって，体積弾性率Kela
n = ∞および体積粘性率Kvis

n = ∞が表現できる．
すなわち非圧縮性を持つ物体においては，CSMによる体積拘束と，剪断モデルを用
いてシミュレーションを行えばよい．体積弾性率および体積粘性率が決定している
ため，剪断モデルのパラメータは，剪断弾性率および剪断粘性率を設定するか，も
しくは，伸張弾性率および伸張粘性率から求めることができる．著者らのプロジェ
クトでは，小麦粉生地の伸張弾性率および伸張粘性率の抽出を行っている．そこで，
これを利用できるように，剪断弾性率に変換する．
力学的等方性を持つ物体において，

Eela
n = 2Gela

n

(
1 + µela

n

)
= 3Kela

n

(
1 − 2µela

n

)
, (4.59)

Evis
n = 2Gvis

n

(
1 + µvis

n

)
= 3Kvis

n

(
1 − 2µvis

n

)
(4.60)
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(a) 0s (b) 2.5s (c) 5.0s (d) 7.5s

図 4.13: 剪断フォークトモデル

(a) 0s (b) 2.5s (c) 5.0s (d) 7.5s

図 4.14: 剪断三要素モデル

が成り立つ．これに体積弾性率Gela
n = ∞，Gvis

n = ∞を代入することで，

Gela
n =

1

3
Eela

n , (4.61)

Gvis
n =

1

3
Evis

n (4.62)

となる．

4.5 シミュレーション

4.5.1 四角形剪断モデルによる物体変形シミュレーション

四角形剪断モデルによる物体変形シミュレーションを行った．図 4.13および図 4.14

がそれぞれのシミュレーション例である．フォークトモデルでは残留変位を生じず，
振動が減衰しながら初期形状へと変形し，三要素モデルでは，戻り変位と残留変位
の両方が生じており，それぞれの特徴が剪断方向に現れていることが確認できる．

4.5.2 三角形剪断モデルおよび体積モデルによる弾性物体，粘塑性物

体，レオロジー物体の変形シミュレーション

四角形剪断モデルおよび体積モデルの組み合わせでは平衡状態が一意に決まらな
いという問題がある．そのため，弾性物体のシミュレーションにおいて，物体が初期
形状に復元しない可能性がある．例えば，正方形形状の物体が，面積の同じ長方形
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(a) 0s (b) 10s (c) 20s (d) 30s

図 4.15: 三角形剪断モデルおよび体積モデルによる弾性物体

(a) 0s (b) 10s (c) 20s (d) 30s

図 4.16: 三角形剪断モデルおよび体積モデルによる粘塑性物体

(a) 0s (b) 10s (c) 20s (d) 30s

図 4.17: 三角形剪断モデルおよび体積モデルによるレオロジー物体

に変形した場合，剪断モデルおよび体積モデルの双方で発生する力が０となり，平
衡状態となる．ただし，三角形に適用した剪断モデルの場合，この問題は発生しな
い．三角形剪断モデルと体積モデルを組み合わせることで，弾性物体における平衡
形状を一意に決定することが可能である．
三角形剪断モデルおよび体積モデルによる物体変形シミュレーションを行った．弾

性物体，塑性物体，レオロジー物体のシミュレーション例をそれぞれ図 4.15，図 4.16，
図 4.17に示す．シミュレーション時間は 30sであり，0sから 10sまでの時間，上部
の剛体を押し下げ，10sから 20sをかけて，上部の剛体を初期位置に戻した．体積モ
デルにおける圧力はフォークトモデルで表現し，パラメータはいずれもKela

1 = 10，
Kvis

1 = 1 とした．剪断モデルにおける剪断応力は三要素モデルで表現し，パラメー
タは弾性物体においてはGela

1 = 1，Gvis
1 = 1，Gvis

2 = 100000，粘塑性物体において
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(a) 0s (b) 10s (c) 20s (d) 30s

図 4.18: パーティクルベースモデルによる弾性物体のシミュレーション

は Gela
1 = 0，Gvis

1 = 5，Gvis
2 = 5，レオロジー物体においては Gela

1 = 1，Gvis
1 = 1，

Gvis
2 = 10 とした．また，物体の質量は 30とし，質点間の間隔は 5とした．
通常のパーティクルベースモデルでは，このような局所的な大変形において，図

4.18に示すように三角形が反転し，元の形状に戻らなくなることがある．三角形剪
断モデルおよび体積モデルでは大変形においても安定にシミュレーションが行われ
ている．

4.6 結言
本章では，大変形シミュレーションが可能な変形モデルとして，剪断と非圧縮性

を考慮した小麦粉生地の変形モデルを提案した．剪断変形と体積変形を考慮するこ
とで，連続体モデルのパラメータが適用可能なパーティクルベースモデルが構築可
能である．さらに，体積変形が符号付きの量であるため，大変形に対応し，安定にリ
アルタイム変形シミュレーションが可能なレオロジー物体変形モデルを構築できる．
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レオロジー変形の動的モデリング
Dynamic Modeling of Rheological Deformation

平井 慎一，友國 誠至 (立命館大学)

Shinichi HIRAI and Seiji TOMOKUNI

Ritsumeikan Univ., Kusatsu, Shiga 525-8577, Japan

We describe continua modeling of a rheologically deformable object. Rheological 2D deformation is formulated
based on continua modeling. We show a simple simulation to demonstrate the modeling capability.
Key Words: rheology, modeling, deformation, continua, dynamic

1. Introduction
Most food and biological tissue show rheological na-

ture in their deformation. Modeling and identification
of these rheologically deformable objects are needed in
virtual reality, especially, surgery simulation and mas-
tication simulation. We have applied a particle-based
approach to the modeling of rheological objects (1). Un-
fortunately, physical meaning of model parameters is
unclear in the particle-based approach, resulting the d-
ifficulty in identification of model parameters. Note that
continua modeling stands on a clear foundation. In this
paper, we apply the continua modeling to 2D rheological
deformation to build a dynamic model of a rheological
object.
2. Rheological objects
Objects deform in response to forces applied to the

objects. Objects can be categorized into three groups
with respect to their deformation. Assume that a nat-
ural shape of an object is as given in Figure 1-(a). On
applying external forces, the object deforms as in Fig-
ure 1-(b). Let us release the applied force and examine
the stable shape after the release. Deformation of vis-
coelastic objects is completely lost and their stable shape
coincides with their natural shape, as illustrated in Fig-
ure 1-(c). Namely, viscoelastic objects have no residual
deformation. Deformation of plastic objects complete-
ly remains and their stable shape coincides with their
deformed shape under the applied forces, as shown in
Figure 1-(d). Namely, plastic objects have no bounc-
ing deformation. Objects with residual deformation and
bouncing deformation are referred to as rheological ob-
jects. Deformation of rheological objects is partially lost
after the applied forces are released, as illustrated in Fig-
ure 1-(e). Various objects including foods and tissues
are categorized into rheological objects.
3. Dynamic modeling of 2D rheological object
Let σ be a pseudo stress vector and ε be a pseudo s-

train vector. Stress-strain relationship of 2D rheological
deformation is formulated as follows:

σ(t) =
∫ t

0

R(t − t′) ε̇(t′) dt′, (1)

where 3×3 matrix R(t− t′) is referred to as a relaxation
matrix, which determines the nature of a 2D rheologi-
cal deformation. The relaxation matrix of 2D isotropic
rheological deformation is formulated as

R(t − t′) = rλ(t − t′)Iλ + rµ(t − t′)Iµ (2)

(a) natural shape (b) deformed shape

(c) viscoelastic (d) plastic (e) rheological

Fig.1 Viscoelastic object, plastic object, and
rheological object

where

rλ(t − t′) = λela exp
{
−λela

λvis
(t − t′)

}
,

rµ(t − t′) = µela exp
{
−µela

µvis
(t − t′)

}
.

Elasticity of the object is specified by two elastic moduli
λela and µela while its viscosity is specified by two vis-
cous moduli λvis and µvis. Matrices Iλ and Iµ are matrix
representations of isotropic tensors, which are given as
follows in 2D deformation:

Iλ =




1 1 0
1 1 0
0 0 0


 , Iµ =




2 0 0
0 2 0
0 0 1


 .

The stress-strain relationship can be converted into
a relationship between a set of forces applied to nodal
points and a set of displacements of the points. Let uN

be a set of displacements of nodal points. Let Jλ and
Jµ are connection matrices, which can be geometrically
determined by object coordinate components of nodal
points. Replacing Iλ by Jλ, Iµ by Jµ, and ε by uN in
the stress-strain relationship (1) of a rheological object
yields a set of rheological forces applied to nodal points
as follows:

rheological force = Jλwλ + Jµwµ (3)

where

wλ =
∫ t

0

λela exp
{
−λela

λvis
(t − t′)

}
u̇N (t′) dt′,
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wµ =
∫ t

0

µela exp
{
−µela

µvis
(t − t′)

}
u̇N (t′) dt′.

Let M be an inertia matrix and f be a set of external
forces applied to nodal points. Let us describe a set of
geometric constraints imposed on the nodal points by
AT uN = b. The number of columns of matrix A is
equal to the number of geometric constraints. Let λ be
a set of constraint forces corresponding to the geometric
constraints. A set of dynamic equations of nodal points
is then given by

−(Jλwλ + Jµwµ) + f + Aλ − M üN = .

Applying the constraint stabilization method (2) to the
constraints specified by angular velocity ω, system dy-
namic equations are described as follows:

u̇N = vN ,

M v̇N − Aλ = −Jλwλ − Jµwµ + f ,

−AT v̇N = AT (2ωvN + ω2uN ),

ẇλ = −λela

λvis
wλ + λelavN ,

ẇµ = −µela

µvis
wµ + µelavN .

Consequently,


I

M −A

−AT

I

I







u̇N

v̇N

λ

ẇλ

ẇµ




=




vN

−Jλwλ − Jµwµ + f

AT (2ωvN + ω2uN )

−λela

λvis wλ + λelavN

−µela

µvis wµ + µelavN




. (4)

Note that the above linear equation is solvable since the
matrix is regular, implying that we can sketch uN , vN ,
wλ, and wµ using numerical solver such as the Euler
method or the Runge-Kutta method.
4. Simulation
Let us apply the dynamic model of 2D rheologi-

cal deformation to a 2D beam illustrated in Figure
2. The beam involves 10 nodal points and 8 trian-
gles. Edge P0P5 is affixed on a wall. Uniform pressure
P = [Px, Py]T is applied over an edge P4P9. Values of
elastic moduli are λela = 7.0, µela = 5.0, values of vis-
cous moduli are λvis = 4.0, µvis = 2.0, and area density
is given by ρ = 0.2. Pressure P = [10, 0]T is applied
during the first 1 second. After 1 second, no pressure is
applied on the right edge.
Figure 3 shows a successive shape of the deforming ob-

ject. As shown in the figure, the beam extends during
the first 1 second and shrinks after the applied pressure
is released. This implies that the simulation describes
the rheological deformation of the beam. Deformation
along the vertical axis is caused by non-uniform arrange-
ment of triangles. Residual forces wλ and wµ converge
to zero as plotted in Figure 4.

P0 P1

P5

P2 P3 P4

P6 P7 P8 P9

Fig.2 Two-dimensional rheological beam
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Fig.3 Simulation of 2D rheological deformation
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Fig.4 Residual forces

5. Conclusion
We have applied the continua modeling to rheologi-

cal deformation and have built a dynamic model of a
2D rheological object. Experimental evaluation will be
studied soon.
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Chapter 5

Continuous Modeling of
Inelastic Deformation

5.1 Viscoplastic Deformation

5.1.1 Maxwell model

Let us formulate viscoplastic deformation of an object. Simple viscoplastic
deformation can be described by Maxwell model illustrated in Figure 5.1.
Maxwell model consists of an elastic element and and a viscous element
connected in serial. Let E be Young’s modulus, which represents the elastic
element, and c be viscous modulus, which characterizes the viscous element.
Let εela and εvis be strains at the elastic and viscous elements. Let ε be
strain of the Maxwell model and σ be stress applied to the model. Strain
ε coincides to the sum of strains at the two elements. Stress σ is equal to
the stress caused by the elastic element as well as the stress caused by the
viscous element. That is,

ε = εela + εvis,

σ = Eεela, σ = cε̇vis.

From the above equations, we have the following first order differential equa-
tion:

σ̇ +
E

c
σ = Eε̇.
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E c

Figure 5.1: Maxwell model of viscoplastic deformation

Solving the above differential equation, stress at time t is described as follows
in a convolution form:

σ(t) =
∫ t

0
Ee−

E
c
(t−t′)ε̇(t′) dt′. (5.1)

In general,

σ(t) =
∫ t

0
r(t − t′) ε̇(t′) dt′. (5.2)

Function r(t − t′) is referred to as a relaxation function.
Let us reformulate eq.(5.1) using Laplace transform. Let σ(s), ε(s),

εela(s), and εvis(s) are Laplace transforms of σ(t), ε(t), εela(t), and εvis(t).
Then, we have

ε(s) = εela(s) + εvis(s),

σ(s) = Eεela(s), σ(s) = csεvis(s).

From the above equations, we have

σ(s) =
E

s + E/c
sε(s).

Applying the inverse Laplace transform to the above equation successfully
yields eq.(5.1).

5.1.2 Deformation of 1D viscoplastic beam

.
Let us apply finite element approach to the deformation of 1D viscoplastic

beam. The initial length of the beam is given by L. Assume that its cross-
sectional area A is constant. The left end point of the beam is fixed to
space while an external force f(t) is applied to its right end point. Divide
region [0, L] into 4 regions with constant intervals specified by h. A set
of displacements at five nodal points is given in a vector form by uN =
[u0, u1, u2, u3, u4]

T.
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Recall that the elastic deformation is characterized by Young’s modulus
E, which defines a stress-strain relationship: σ = Eε. Finite element ap-
proximation yields a set of elastic forces applied to nodal points, which is
described as KuN in Section 3.2.2. Note that a set of elastic forces applied
to nodal points is reformulated as

elastic force = E JuN

where

J =
A

h

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 2 −1

−1 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Consequently, replacing strain ε in the stress-strain relationship by JuN

yields a set of elastic forces applied to nodal points. Note that matrix J
can be determined by geometric quantities alone. Matrix J is time-invariant
and includes no physical parameters.

Recall that a stress-strain relationship in viscoplastic deformation is de-
scribed by eq.(5.1). Thus, replacing strain ε in the equation by JuN, we can
derive a set of viscoplastic forces applied to nodal points as follows:

viscoplastic force =
∫ t

0
Ee−

E
c

(t−t′) Ju̇N(t′) dt′.

Let us introduce the following vector:

w =
∫ t

0
Ee−

E
c
(t−t′) u̇N(t′) dt′.

A set of viscoplastic forces applied to nodal points is then simply described
as

viscoplastic force = Jw.

Introduce the velocity vector vN = u̇N and replacing elastic force KuN in
eq.(3.18) by the viscoplastic force given in the above equation, a set of dy-
namic equations of nodal points is described as follows:

−Jw + λa + f − M v̇N = 0. (5.3)
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where a = [1, 0, 0, 0, 0]T and f = [0, 0, 0, 0, f(t)]. Lagrange multiplier λ
denotes the magnitude of a constraint force corresponding to a geometric
constraint aTuN = 0. Differentiating w with respect to time t, we have the
following equation:

ẇ = −E

c
w + Eu̇N = −E

c
w + EvN.

Applying the CSM to a geometric constraint aTuN = 0 yields the following
differential equation:

aTüN + aT(2ωu̇N + ω2uN) = 0.

Consequently, the equations of motion and the above differential equations
can be described as follows:

u̇N = vN,

M v̇N − aλ = −Jw + f ,

−aTv̇N = aT(2ωvN + ω2uN), (5.4)

ẇ = −E

c
w + EvN.

Namely,

⎡
⎢⎢⎢⎣

I
M −a
−aT

I

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣

u̇N

v̇N

λ
ẇ

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

vN

−Jw + f
aT(2ωvN + ω2uN)

−E
c w + EvN

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.5)

Note that the above linear equation is solvable since the matrix is regular,
implying that we can compute u̇N, v̇N, and ẇ. As a result, we can sketch uN,
vN, and w using the Euler method or the Runge-Kutta method. In addition,
as the matrix in the above equation is symmetric and block diagonal, we can
compute its inverse matrix numerically in an efficient manner.

5.2 Rheological Deformation

5.2.1 Three-element model

Let us formulate rheological deformation of an object. Simple rheological
deformation can be described by three-element model illustrated in Figure

158



E

c1
c2

Figure 5.2: Three-element model of rheological deformation

5.2. Three-element model consists of a Voigt element and a viscous element
connected in serial. Let E and c1 be Young’s modulus of an elastic element
and viscous modulus in the Voigt element. Let c2 be viscous modulus of
the viscous element. Let εvoigt and εvis be strains at the Voigt and viscous
elements. Let ε be strain of the three-element model and σ be stress applied
to the model. Strain ε coincides to the sum of strains at the two elements.
Stress σ is equal to the stress caused by the Voigt element as well as the
stress caused by the viscous element. That is,

ε = εvoigt + εvis,

σ = Eεvoigt + c1ε̇
voigt, σ = c2ε̇

vis.

From the above equations, we have the following first order differential equa-
tion on stress σ:

σ̇ +
E

c1 + c2

σ =
c1c2

c1 + c2

ε̈ +
Ec2

c1 + c2

ε̇.

Solving the above differential equation, stress at time t is described as follows
in a convolution form:

σ(t) =
∫ t

0
r(t − t′) ε̇(t′) dt′ (5.6)

where

r(t − t′) =
Ec2

c1 + c2
e
− E

c1+c2
(t−t′)

(
1 +

c1

E

d

dt

)
. (5.7)

Let us reformulate eqs.(5.6) and (5.7) using Laplace transform. Let σ(s),
ε(s), εvoigt(s), and εvis(s) are Laplace transforms of σ(t), ε(t), εvoigt(t), and
εvis(t). Then, we have

ε(s) = εvoigt(s) + εvis(s),

σ(s) = Eεvoigt(s) + c1sε
voigt(s), σ(s) = c2sε

vis(s).
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From the above equations, we have

σ(s) =
(

c2

c1 + c2

)
E

s + E/(c1 + c2)

(
1 +

c1

E
s
)

sε(s).

Applying the inverse Laplace transform to the above equation successfully
yields eqs.(5.6) and (5.7).

5.2.2 Deformation of 1D rheological beam

Let us apply finite element approach to the deformation of 1D rheological
beam. The initial length of the beam is given by L. Assume that its cross-
sectional area A is constant. The left end point of the beam is fixed to
space while an external force f(t) is applied to its right end point. Divide
region [0, L] into 4 regions with constant intervals specified by h. A set
of displacements at five nodal points is given in a vector form by uN =
[u0, u1, u2, u3, u4]

T.
Recall that a stress-strain relationship in rheological deformation is de-

scribed by eq.(5.6). Thus, replacing strain ε in the equation by JuN, we can
derive a set of rheological forces applied to nodal points as follows:

rheological force =
∫ t

0
r(t − t′) Ju̇N(t′) dt′

=
∫ t

0

Ec2

c1 + c2
e
− E

c1+c2
(t−t′)

(
1 +

c1

E

d

dt

)
Ju̇N(t′) dt′.

Let us introduce the following vector:

w =
∫ t

0

Ec2

c1 + c2
e
− E

c1+c2
(t−t′)

(
u̇N(t′) +

c1

E
üN(t′)

)
dt′ − c1c2

c1 + c2
u̇N.

A set of rheological forces applied to nodal points is then described as

rheological force = J
(
w +

c1c2

c1 + c2

u̇N

)
.

Introducing the velocity vector vN = u̇N and replacing elastic force KuN

in eq.(3.18) by the rheological force given in the above equation, a set of
dynamic equations of nodal points is described as follows:

−J
(
w +

c1c2

c1 + c2
u̇N

)
+ λa + f − M v̇N = 0. (5.8)
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Differentiating w with respect to time t, we have the following equation:

ẇ = − E

c1 + c2
w +

Ec2

c1 + c2
vN.

Consequently, the equations of motion and the above differential equations
can be described as follows:

u̇N = vN,

M v̇N − aλ = −J(w +
c1c2

c1 + c2
vN) + f ,

−aTv̇N = aT(2ωvN + ω2uN), (5.9)

ẇ = − E

c1 + c2

(w − c2vN).

Namely,

⎡
⎢⎢⎢⎣

I
M −a
−aT

I

⎤
⎥⎥⎥⎦
⎡
⎢⎢⎢⎣

u̇N

v̇N

λ
ẇ

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

vN

−J(w + c1c2
c1 + c2

vN) + f

aT(2ωvN + ω2uN)

− E
c1 + c2

(w − c2vN)

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ . (5.10)

Note that the above linear equation is solvable since the matrix is regular,
implying that we can compute u̇N, v̇N, and ẇ. As a result, we can sketch uN,
vN, and w using the Euler method or the Runge-Kutta method. In addition,
as the matrix in the above equation is symmetric and block diagonal, we can
compute its inverse matrix numerically in an efficient manner.

5.3 Multi-dimensional Inelastic Deformation

5.3.1 Deformation models

Recall that the stress-strain relationship of an elastic object can be speci-
fied by a constant E. In addition, 2D isotropic elastic deformation can be
formulated as follows:

σ = (λIλ + µIµ)ε (5.11)

where λ and µ denote Lamé’s constants and

Iλ =

⎡
⎢⎣

1 1 0
1 1 0
0 0 0

⎤
⎥⎦ , Iµ =

⎡
⎢⎣

2 0 0
0 2 0
0 0 1

⎤
⎥⎦ . (5.12)
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Matrices Iλ and Iµ originate from the isotropy of the object deformation.
Elastic nature of a deformable object can be specified by two constants: λ
and µ. These constants determine normal elasticity and shear elasticity.

Recall that the stress-strain relationship of a viscoelastic object can be
specified by an operator: E + c d/dt. From the above observation, replacing
two elastic constants in eq.(5.11) by two viscoelastic operators yields 2D
isotropic viscoelastic deformation as follows:

σ = (λIλ + µIµ)ε (5.13)

where

λ = λela + λvis d

dt
, µ = µela + µvis d

dt
.

Two constants λela and µela specify elasticity of the object while λvis and µvis

describe its viscosity. Operator λela+λvisd/dt characterizes normal viscoelas-
ticity of the object while its shear viscoelasticity is described in µela+µvisd/dt.

Recall that the stress-strain relationship of a viscoplastic object can be
specified by a relaxation function r(t′−t) and eq.(5.2). Then, 2D viscoplastic
deformation can be described as follows:

σ(t) =
∫ t

0
R(t − t′) ε̇(t′) dt′, (5.14)

where 3 × 3 matrix R(t − t′) is referred to as a relaxation matrix, which
determines the nature of a 2D viscoplastic deformation. Replacing two elastic
constants in eq.(5.11) by two relaxation functions yields a relaxation matrix
of 2D isotropic viscoplastic deformation:

R(t − t′) = rλ(t − t′)Iλ + rµ(t − t′)Iµ (5.15)

where

rλ(t − t′) = λela exp

{
−λela

λvis
(t − t′)

}
,

rµ(t − t′) = µela exp

{
−µela

µvis
(t − t′)

}
.

Two constants λela and µela specify elasticity of the object while λvis and µvis

describe its plasticity. Relaxation function rλ(t − t′) characterizes normal
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viscoplasticity of the object while its shear viscoplasticity is described in
rµ(t − t′).

Recall that the stress-strain relationship of a rheological object can be
specified by a relaxation function r(t′− t) and eq.(5.6). Replacing two elastic
constants in eq.(5.11) by two relaxation functions yields a relaxation matrix
of 2D isotropic rheological deformation:

R(t − t′) = rrheo
λ (t − t′)Iλ + rrheo

µ (t − t′)Iµ (5.16)

where

rrheo
λ (t − t′) =

λelaλvis
2

λvis
1 + λvis

2

exp

{
− λela

λvis
1 + λvis

2

(t − t′)

}(
1 +

λvis
1

λela

d

dt

)
,

rrheo
µ (t − t′) =

µelaµvis
2

µvis
1 + µvis

2

exp

{
− µela

µvis
1 + µvis

2

(t − t′)

}(
1 +

µvis
1

µela

d

dt

)
.

Two constants λela and µela specify elasticity of the object, λvis
1 and µvis

1

describe its viscosity, and λvis
2 and µvis

2 show its plasticity. Relaxation function
rrheo
λ (t − t′) characterizes normal viscoplasticity of the object while its shear

viscoplasticity is described in rrheo
µ (t − t′).

The stress-strain relationship can be converted into a relationship between
a set of forces applied to nodal points and a set of displacements of the points.
As mentioned in Section 4.1.3, a set of elastic forces applied to nodal points
is given by

elastic force = (λJλ + µJµ)uN,

where Jλ and Jµ are geometric matrices determined by object coordinate
components of nodal points. The above equation suggests that replacing Iλ

by Jλ, Iµ by Jµ, and ε by uN in the stress-strain relationship (5.11) of an
elastic object yields the elastic force set.

From the above observation, replacing Iλ by Jλ, Iµ by Jµ, and ε by uN

in the stress-strain relationship (5.13) of a viscoelastic object yields a set of
viscoelastic forces applied to nodal points as follows:

viscoelastic force = Jλ(λ
elauN + λvisu̇N)

+ Jµ(µelauN + µvisu̇N). (5.17)

Replacing Iλ by Jλ, Iµ by Jµ, and ε by uN in the stress-strain relationship
(5.14) of a viscoplastic object yields a set of viscoelastic forces applied to
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nodal points as follows:

viscoplastic force = Jλ

∫ t

0
rλ(t − t′) u̇N(t′) dt′

+ Jµ

∫ t

0
rµ(t − t′) u̇N(t′) dt′. (5.18)

Replacing rλ by rrheo
λ and rµ by rrheo

µ in the above equation yields a set of
rheological forces applied to nodal points as follows:

rheological force = Jλ

∫ t

0
rrheo
λ (t − t′) u̇N(t′) dt′

+ Jµ

∫ t

0
rrheo
µ (t − t′) u̇N(t′) dt′. (5.19)

5.3.2 Computing 2D/3D viscoplastic deformation

Let us derive the dynamic equation of a 2D viscoplastic deformation. Let us
introduce the following vectors:

wλ =
∫ t

0
λela exp

{
−λela

λvis
(t − t′)

}
u̇N(t′) dt′,

wµ =
∫ t

0
µela exp

{
−µela

µvis
(t − t′)

}
u̇N(t′) dt′.

Vectors wλ and wµ are referred to as normal residual displacement vector
and shear residual displacement vector. A set of viscoplastic forces applied
to nodal points is then simply described as

viscoplastic force = Jλwλ + Jµwµ.

Introduce the velocity vector vN = u̇N and replacing elastic force KuN in
eq.(4.18) by the viscoplastic force given in the above equation, a set of dy-
namic equations of nodal points is described as follows:

−(Jλwλ + Jµwµ) + f + Aλ − M v̇N = 0,

where λ denotes a set of Lagrange multipliers corresponding to geometric
constraints ATuN = 0 and f represents a set of external forces applied to
the nodal points. Note that Lagrange multipliers describe the magnitude of
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constraint forces corresponding to individual geometric constraints. Differ-
entiating wλ and wµ with respect to time t, we have the following equations:

ẇλ = −λela

λvis
wλ + λelau̇N = −λela

λvis
wλ + λelavN,

ẇµ = −µela

µvis
wµ + µelau̇N = −µela

µvis
wµ + µelavN.

Applying the CSM to a set of geometric constraints ATuN = 0 yields the
following differential equation:

ATv̇N + AT(2ωvN + ω2uN) = 0.

Consequently, the equations of motion and the above differential equations
can be described as follows:

u̇N = vN,

M v̇N − Aλ = −Jλwλ − Jµwµ + f ,

−ATv̇N = AT(2ωvN + ω2uN),

ẇλ = −λela

λvis
wλ + λelavN, (5.20)

ẇµ = −µela

µvis
wµ + µelavN.

Namely,

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I
M −A

−AT

I
I

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u̇N

v̇N

λ
ẇλ

ẇµ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

vN

−Jλwλ − Jµwµ + f
AT(2ωvN + ω2uN)

−λela

λvis wλ + λelavN

−µela

µviswµ + µelavN

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (5.21)

Note that the above linear equation is solvable since the matrix is regu-
lar, implying that we can compute u̇N, v̇N, ẇλ, and ẇµ. As a result, we
can sketch u, v, wλ, and wµ using the Euler method or the Runge-Kutta
method. In addition, as the matrix in the above equation is symmetric and
block diagonal, we can compute its inverse matrix numerically in an efficient
manner.
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We can compute a set of viscoplastic forces given in Jλwλ+Jµwµ without
constructing total connection matrices Jλ and Jµ. Note that viscoplastic
forces applied to nodal points Pi, Pj , and Pk caused by the deformation of
triangle Tp = �PiPjPk are approximated as follows:

⎡
⎢⎣ f p

i

f p
j

fp
k

⎤
⎥⎦ = J i,j,k

λ

⎡
⎢⎣

wi
λ

wj
λ

wk
λ

⎤
⎥⎦+ J i,j,k

µ

⎡
⎢⎣

wi
µ

wj
µ

wk
µ

⎤
⎥⎦ ,

where J i,j,k
λ and J i,j,k

µ are partial connection matrices given in eqs.(4.10) and
(4.11). Vectors wi

λ and wi
µ denote normal and shear residual displacement

vectors at nodal point Pi. Summing up the contributions of all triangles to
viscoplastic forces, we can obtain a set of viscoplastic forces applied to nodal
points.

Example Let us demonstrate the formulation of 2D viscoplastic deforma-
tion by taking an example illustrated in Figure 4.6. A square shows isotropic
viscoplasticity characterized by λela, λvis, µela, and µvis in its deformation.
Displacement vector and velocity vector are described as

uN =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u0

u1

u2

u3

u4

u5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, vN =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

v0

v1

v2

v3

v4

v5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Normal and shear residual displacement vectors are described by

wλ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w0
λ

w1
λ

w2
λ

w3
λ

w4
λ

w5
λ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

, wµ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

w0
µ

w1
µ

w2
µ

w3
µ

w4
µ

w5
µ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Recall that partial connection matrices are given as

J0,1,3
λ = J1,2,5

λ =
1

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 1 −1 0 0 −1
1 1 −1 0 0 −1

−1 0 1 0 0 1
−1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0
−1 −1 1 1 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

J0,1,3
µ = J1,2,5

µ =
1

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3 1 −2 −1 −1 0
1 3 0 −1 −1 −2

−2 0 2 0 0 0
−1 −1 0 1 1 0
−1 −1 0 1 1 0

0 −2 0 0 0 2

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

J1,4,3
λ = J2,5,4

λ =
1

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 0 0 0
0 1 −1 −1 1 0
0 −1 1 1 −1 0
0 −1 1 1 −1 0
0 1 −1 −1 1 0
0 0 0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

J1,4,3
µ = J2,5,4

µ =
1

2

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 −1 −1 0 1
0 2 0 −2 0 0

−1 0 3 1 −2 −1
−1 −2 1 3 0 −1

0 0 −2 0 2 0
1 0 −1 −1 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

A set of viscoplastic forces applied to nodal points P0 through P5 is then
formulated as follows:

nodal viscoplastic forces =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f 0
0

f 0
1 +f 1

1 +f 2
1

f 2
2 +f 3

2

f 0
3 +f 1

3

f 1
4 +f 2

4 +f 3
4

f 3
5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,
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Figure 5.3: Computation of 2D viscoplastic deformation using FEM

where ⎡
⎢⎣

f0
0

f0
1

f0
3

⎤
⎥⎦ = J0,1,3

λ

⎡
⎢⎣

w0
λ

w1
λ

w3
λ

⎤
⎥⎦+ J0,1,3

µ

⎡
⎢⎣

w0
µ

w1
µ

w3
µ

⎤
⎥⎦ ,

⎡
⎢⎣

f1
1

f1
4

f1
3

⎤
⎥⎦ = J1,4,3

λ

⎡
⎢⎣

w1
λ

w4
λ

w3
λ

⎤
⎥⎦+ J1,4,3

µ

⎡
⎢⎣

w1
µ

w4
µ

w3
µ

⎤
⎥⎦ ,

⎡
⎢⎣

f2
1

f2
2

f2
4

⎤
⎥⎦ = J1,2,4

λ

⎡
⎢⎣ w1

λ

w2
λ

w4
λ

⎤
⎥⎦+ J1,2,4

µ

⎡
⎢⎣

w1
µ

w2
µ

w4
µ

⎤
⎥⎦ ,

⎡
⎢⎣

f3
2

f3
5

f3
4

⎤
⎥⎦ = J2,5,4

λ

⎡
⎢⎣

w2
λ

w5
λ

w4
λ

⎤
⎥⎦+ J2,5,4

µ

⎡
⎢⎣

w2
µ

w5
µ

w4
µ

⎤
⎥⎦ .

Figure 5.3 demonstrates 2D Maxwell deformation. Elastic and viscous
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Figure 5.4: Computed stress in 2D viscoplastic deformation

moduli are E = 300 and c = 500. Poisson ratios for the moduli are given by
νela = 0.35 and νvis = 0.35. As shown in the figure, finite element approach
can simulate viscoplastic deformation. Figure 5.4 denotes the stress imposed
on individual triangles. Note that the stress is relaxed after the contact
between the rigid bar and the elastic object is lost.

5.3.3 Computing 2D/3D rheological deformation

Let us derive the dynamic equation of a 2D rheological deformation. Let us
introduce the following vectors:

wλ =
∫ t

0

λelaλvis
2

λvis
1 + λvis

2

e
− λela

λvis
1

+λvis
2

(t−t′)
(
u̇N +

λvis
1

λela
üN

)
(t′) dt′ − λvis

1 λvis
2

λvis
1 + λvis

2

u̇N,

wµ =
∫ t

0

µelaµvis
2

µvis
1 + µvis

2

e
− µela

µvis
1

+µvis
2

(t−t′)
(
u̇N +

µvis
1

µela
üN

)
(t′) dt′ − µvis

1 µvis
2

µvis
1 + µvis

2

u̇N.

A set of rheological forces applied to nodal points is then simply described
as

rheological force = Jλ

(
wλ + λvisu̇N

)
+ Jµ

(
wµ + µvisu̇N

)
.

where λvis = λvis
1 λvis

2 /(λvis
1 + λvis

2 ) and µvis = µvis
1 µvis

2 /(µvis
1 + µvis

2 ). Introduce
the velocity vector vN = u̇N and replacing elastic force KuN in eq.(4.18) by
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the rheological force given in the above equation, a set of dynamic equations
of nodal points is described as follows:

−
{
Jλ

(
wλ + λvisvN

)
+ Jµ

(
wµ + µvisvN

)}
+ f + Aλ − M v̇N = 0,

where λ denotes a set of Lagrange multipliers corresponding to geometric
constraints ATuN = 0 and f represents a set of external forces applied to
the nodal points. Differentiating wλ and wµ with respect to time t, we have
the following equations:

ẇλ = − λela

λvis
1 + λvis

2

(wλ − λvis
2 vN),

ẇµ = − µela

µvis
1 + µvis

2

(wµ − µvis
2 vN).

Applying the CSM to a set of geometric constraints ATuN = 0 yields dif-
ferential equations. Consequently, the equations of motion and the above
differential equations can be described as follows:

u̇N = vN,

M v̇N − Aλ = −Jλ

(
wλ + λvisvN

)
− Jµ

(
wµ + µvisvN

)
+ f ,

−ATv̇N = AT(2ωvN + ω2uN),

ẇλ = − λela

λvis
1 + λvis

2

(wλ − λvis
2 vN), (5.22)

ẇµ = − µela

µvis
1 + µvis

2

(wµ − µvis
2 vN).

Namely, ⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

I
M −A

−AT

I
I

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

u̇N

v̇N

λ
ẇλ

ẇµ

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

vN

−Jλ

(
wλ + λvisvN

)
− Jµ

(
wµ + µvisvN

)
+ f

AT(2ωvN + ω2uN)

− λela

λvis
1 + λvis

2

(wλ − λvis
2 vN)

− µela

µvis
1 + µvis

2

(wµ − µvis
2 vN).

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (5.23)
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Note that the above linear equation is solvable since the matrix is regu-
lar, implying that we can compute u̇N, v̇N, ẇλ, and ẇµ. As a result, we
can sketch u, v, wλ, and wµ using the Euler method or the Runge-Kutta
method. In addition, as the matrix in the above equation is symmetric and
block diagonal, we can compute its inverse matrix numerically in an efficient
manner.

We can compute a set of rheological forces given in Jλ(wλ + λvisvN) +
Jµ(wµ + µvisvN) without construcing total connection matrices Jλ and Jµ.
Note that rheological forces applied to nodal points Pi, Pj , and Pk caused
by the deformation of triangle Tp = �PiPjPk are approximated as follows:⎡

⎢⎣ f p
i

f p
j

fp
k

⎤
⎥⎦ = J i,j,k

λ

⎛
⎜⎝
⎡
⎢⎣

wi
λ

wj
λ

wk
λ

⎤
⎥⎦+ λvis

⎡
⎢⎣ vi

vj

vk

⎤
⎥⎦
⎞
⎟⎠

+ J i,j,k
µ

⎛
⎜⎝
⎡
⎢⎣

wi
µ

wj
µ

wk
µ

⎤
⎥⎦+ µvis

⎡
⎢⎣ vi

vj

vk

⎤
⎥⎦
⎞
⎟⎠ ,

where J i,j,k
λ and J i,j,k

µ are partial connection matrices given in eqs.(4.10) and
(4.11). Summing up the contributions of all triangles to rheological forces,
we can obtain a set of viscoplastic forces applied to nodal points.

Example Let us demonstrate the formulation of 2D rheological deforma-
tion by taking an example illustrated in Figure 4.6. A square shows isotropic
rheological deformation characterized by λela, λvis

1 , λvis
2 , µela, µvis

1 , and µvis
2 .

A set of viscoplastic forces applied to nodal points P0 through P5 is then
formulated as follows:

nodal rheological forces =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

f 0
0

f 0
1 +f1

1 +f2
1

f2
2 +f3

2

f 0
3 +f1

3

f1
4 +f2

4 +f3
4

f3
5

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

where ⎡
⎢⎣

f 0
0

f 0
1

f 0
3

⎤
⎥⎦ = J0,1,3

λ

⎛
⎜⎝
⎡
⎢⎣ w0

λ

w1
λ

w3
λ

⎤
⎥⎦+ λvis

⎡
⎢⎣ v0

v1

v3

⎤
⎥⎦
⎞
⎟⎠
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Figure 5.5: Computation of 2D rheological deformation using FEM

+ J0,1,3
µ

⎛
⎜⎝
⎡
⎢⎣

w0
µ

w1
µ

w3
µ

⎤
⎥⎦+ µvis

⎡
⎢⎣ v0

v1

v3

⎤
⎥⎦
⎞
⎟⎠ ,

⎡
⎢⎣

f 1
1

f 1
4

f 1
3

⎤
⎥⎦ = J1,4,3

λ

⎛
⎜⎝
⎡
⎢⎣

w1
λ

w4
λ

w3
λ

⎤
⎥⎦+ λvis

⎡
⎢⎣

v1

v4

v3

⎤
⎥⎦
⎞
⎟⎠

+ J1,4,3
µ

⎛
⎜⎝
⎡
⎢⎣

w1
µ

w4
µ

w3
µ

⎤
⎥⎦+ µvis

⎡
⎢⎣ v1

v4

v3

⎤
⎥⎦
⎞
⎟⎠ ,

and so on.
Figure 5.5 demonstrates 2D three-element deformation. Elastic and vis-

cous moduli are E = 30, c1 = 20, and c2 = 500. Poisson ratios for the
moduli are given by νela = 0.35, νvis

1 = 0.35, and νvis
2 = 0.35. As shown

in the figure, finite element approach can simulate rheological deformation.
Figure 5.6 denotes the stress imposed on individual triangles. Note that the
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Figure 5.6: Computed stress in 2D rheological deformation

stress is relaxed after the contact between the rigid bar and the elastic object
is lost.
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第5章 仮想レオロジー物体構築のため
の一般化フォークトモデル

5.1 緒言
VRの分野において，柔軟物体のモデリングに関する研究が多くなされている．

VR 上で柔軟物体を表現する際に三要素モデル，フォークトモデルが用いられてい
る [25, 26]．しかし，現実にある柔軟物には，このようなモデルでは表現が不十分な
場合が多い．実際のレオロジー物体のモデリングのために，仮想物体構築モデルの
粘弾性要素に非線形的なパラメータを導入し，仮想物体を表現しようという試みが
ある．しかし，非線形要素は解析が困難であるため，実際の柔軟物体と仮想物体と
の挙動を合わせることは困難である．一方，線形要素はその運動解析が容易であり，
仮に線形モデルで実物体の運動を表現できるならば，VR上での仮想物体構築は容易
である．物体変形において観察される非線形性の多くは，複数の線分の組合わせで
ある折れ線で近似できることが多い．そこで，複数の線形要素を組み合わせて，非
線形性を有する変形特性を表すことを試みる．本章では，フォークトモデルの組合
わせである一般化フォークトモデルを用いて物体変形を表し，実際の変形計測から
一般化フォークトモデルの力学パラメータを抽出する．

5.2 一般化フォークトモデル
本節では，仮想レオロジー物体モデリングに一般化フォークトモデル (generalized

Voigt model)を導入する．低反発ウレタンスポンジ，および小麦粉生地を用いた変形
実験の結果，フォークトモデルを用いたシミュレーション，および三要素モデルを用
いたシミュレーションと実物体とで結果が大きく異なる部分が見受けられた．フォー
クトモデルでは荷重中に質点に作用する力が一定であるのに対し，低反発ウレタン
スポンジでは力に減衰が見られる．同様の結果は，三要素モデルを用いたシミュレー
ション結果と小麦粉生地を用いた実験結果に見受けられる．この問題点を解決する
ために，一般化フォークトモデルを用いた仮想レオロジー物体の構築を試みる．
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5.2.1 一般化フォークトモデル

一般化フォークトモデルは，フォークト要素を無質点で複数個直列に接続したモ
デルである．複数のフォークト要素が直列に接続されていることにより，フォーク
トモデルでは表し得ない複雑な挙動を表現することが可能となる．フォークトモデ
ルは線形であり，その挙動は 1つの減衰関数を用いて表現される．しかし，実際のレ
オロジー物体の挙動は線形的なものばかりでなく，非線形な挙動を示すものも多々
存在する．そこで，一般化フォークトモデルを用いることにより，レオロジー物体
の非線形的な挙動を線形の足し合わせで表現し，より実物体の挙動に近づけること
ができる．

k1

b1

k2

b2 bn

kn

x1 x2 xn

図 5.1: 一般化フォークトモデル

図 5.1に示す n要素一般化フォークトモデルにおける i番目のフォークト要素の変
位を∆xi，変位速度を∆ẋi，モデルの変位を∆x，モデルの変位速度を∆ẋとすると，
i番目のフォークト要素の変位により生じる力 f は次式で表現できる．

f = −ki∆xi − bi∆ẋi． (5.1)

式 (5.1)を∆ẋiについて変形すると，次式を得る．

∆ẋi =
−ki∆xi − f

bi

． (5.2)

ここで，n個の要素に関し，それぞれの要素の変位速度の総和をとることで次式を
得る．

n∑
i=1

∆ẋi = −
n∑

i=1

ki

bi
− f

n∑
i=1

1

bi
． (5.3)

各要素の変位速度の総和は一般化フォークトモデルの質点の変位速度と等しいので，
式 (5.3)を f について変形すると次式を得る．

f =
−∑n

i=1
ki

bi
− ∆ẋ∑n

i=1
1
bi

． (5.4)
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式 (5.4)は，変形により一般化フォークトモデルの質点に作用する力をあらわして
おり，この値を式 (5.2)に代入することで，各要素の変位速度を求めることが可能と
なる．

5.2.2 内部摩擦考慮型粘性モデル

通常の粘性モデルでは，モデルに少しでも力が加わると変位速度が生じ，力が加
わっている間変形し続けるという特徴がある．三要素モデルでは，荷重中にフォーク
トモデルの復元力が生じ，内部で構成要素の変形が生じている．そのため，フォー
クト要素は初期形状に復元するまで力を発生し続け，その結果粘性要素はフォーク
ト要素が復元し終わるまで変形し続ける．つまり，三要素モデルでは荷重中に質点
に作用する力は 0へと収束するという結果となることが証明されている．しかし，実
際のレオロジー物体を変形させた場合，荷重中に作用する力は 0 ではなく，ある一
定の値へと収束していることが実験的にわかった．このようなシミュレーションモ
デルと実物体との違いは，三要素モデルの粘性要素に問題があると考え，要素の変
形によりクーロン摩擦が生じるモデルを新たに提案する．

b

x

図 5.2: 内部摩擦を考慮した粘性モデル

図 5.2に示す，内部摩擦考慮型粘性要素（以下，粘性摩擦要素）における変位速度
を∆ẋ，変形により生じるクーロン摩擦力を ffricとするとモデル変形により生じる
力 f は次式のようになる．

f = −b∆ẋ + ffric． (5.5)

なお，クーロン摩擦力 ffricの条件は次の通りである．

ffric =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

α (∆ẋ < 0)

0 (∆ẋ = 0)

−α (∆ẋ > 0)

． (5.6)

図 5.3に，粘性摩擦モデルにおける変形速度と力の関係を示す．
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f

x

図 5.3: 粘性摩擦モデルにおける変形速度と力

5.3 変形シミュレーション
一般化フォークトモデルを用いて変形シミュレーションを行い，一般化フォーク

トモデルの特性を明確にする．特に，二要素，三要素の一般化フォークトモデルに
対して，シミュレーションを行う．

5.3.1 二要素一般化フォークトモデルの変形シミュレーション

二要素一般化フォークトモデルの変形シミュレーションを行った．要素の粘弾性
パラメータの異なるシミュレーションを 2回行う．シミュレーションにおける各要素
の粘弾性パラメータを，表 5.1 に示す．シミュレーションでは，一端を固定し，他端
を 1sの間に一定速度で負方向に 0.025m強制変位させ，圧縮する．次に，99s間その
状態を保持し，その後強制変位を解除する．シミュレーション結果を図 5.4に示す．
フォークトモデルと異なり，荷重中に応力緩和が見られる．

表 5.1: 二要素一般化フォークトモデルのシミュレーションパラメータ

k1 b1 k2 b2

simulation 1 15 30 15 300

simulation 2 15 3 15 300
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図 5.4: 二要素一般化フォークトモデルのシミュレーション結果
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5.3.2 三要素一般化フォークトモデルの変形シミュレーション

三要素一般化フォークトモデルの変形シミュレーションを行った．要素の粘弾性
パラメータの異なるシミュレーションを 2回行う．シミュレーションにおける各要素
の粘弾性パラメータを，表 5.2に示す．シミュレーションでは，一端を固定し，他端
を 1sの間に一定速度で負方向に 0.025m強制変位させ，圧縮する．次に，変位後 199s

間その状態を保持し，その後強制変位を解除する．図 5.5に三要素一般化フォークト
モデルの変形シミュレーションの結果を示す．変位，力ともに二要素一般化フォー
クトとほぼ同じようなシミュレーション結果が見られる．

表 5.2: 三要素一般化フォークトモデルのシミュレーションパラメータ

k1 b1 k2 b2 k3 b3

simulation 1 10 30 10 300 10 500

simulation 2 10 60 10 300 10 600

5.3.3 内部摩擦考慮型三要素モデルの変形シミュレーション

内部摩擦考慮型粘性要素を用いた三要素モデルの変形シミュレーションを行った．
フォークト要素弾性係数 200N/m，フォークト要素粘性係数 100Ns/m，粘性要素粘
性係数 1000Ns/m，内部摩擦の大きさ 2.0Nである．一端を固定し，他端を 1sの間
に一定速度で負方向に 0.025m強制変位させ，圧縮する．次に，19s間その状態を保
持し，その後強制変位を解除する．シミュレーション結果を図 5.6に示す．比較のた
め，内部摩擦の大きさを 0Nとしたときの三要素モデル変形シミュレーションの結
果を示す．図 5.6(a)は変位，図 5.6(b)は力を示す．図 5.6(a)から内部摩擦を入れる
ときと入れないときとで変位が異なることがわかる．また，図 5.6(b)を見ると，荷
重中の力は内部摩擦を入れた場合 0N へと収束しているが，内部摩擦を入れた場合，
内部摩擦と同じ値へと力が収束していることがわかる．シミュレーション結果より，
レオロジー物体の表現するために内部摩擦考慮型粘性要素の導入することが望まし
いと考えられる．
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図 5.5: 三要素一般化フォークトモデルのシミュレーション結果

180



 0

 0.005

 0.01

 0.015

 0.02

 0.025

 0.03

 0  10  20  30  40  50

di
sp

la
ce

m
en

t[m
]

time[s]

friction
non-friction

(a) displacement

-6

-4

-2

 0

 2

 4

 6

 8

 0  10  20  30  40  50

fo
rc

e[
N]

time[s]

friction
non-friction

(b) force

図 5.6: 内部摩擦考慮型三要素モデルのシミュレーション結果

5.4 力学解析とパラメータ推定
本章では，変形における一般化フォークトモデルの挙動を力学的に解析する．要

素数 nの一般化フォークトモデルの変位は次の関係を満たす．

x =
n∑

i=1

xi． (5.7)

すなわち，一般化フォークトモデルを構成する各要素の変位の和がモデル自体の変
位を示す．また，n要素一般化フォークトモデルを構成する各フォークトモデルは，
モデル自体の長さの 1

n
の長さを持つようにし，モデルの質量をmとすると，各要素

のもつ質量は m
n
であると仮定できる．このとき，除重後の一般化フォークトモデル

における質点の運動は次式により定式化される．

x =
n∑

i=1

xiex

λi2 − λi1

{
λi2 exp (λi1 (t − tex)) − λi1 exp (λi2 (t − tex))

}
． (5.8)

ただし，

λi1 = −nbi

2m
+

1

2

√
bi

2

m2
− 4ki

m
， (5.9)

λi2 = −nbi

2m
− 1

2

√
bi

2

m2
− 4ki

m
． (5.10)

ここで，三要素一般化フォークトモデルを例にとり，除重後の質点の運動を述べる．
図 5.7は三要素一般化フォークトモデルの質点の変位の様子，および各構成要素の

変位の様子を図示したものである．図 5.7からわかるように，粘弾性パラメータの異
なる各要素における変位の収束時間は異なる．除重直後は各要素は復元中であるた
め，モデル質点の運動は，構成する各フォークト要素の特徴を持つものとなが，時
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図 5.7: 三要素一般化フォークトモデルにおける各要素の変位

間の経過とともに復元力の大きいものから要素の復元が終わり，復元し終わった要
素の特徴はモデル質点の挙動からなくなる．この性質から，一般化フォークトモデ
ルの運動は除重後十分な時間経過すると，もっとも復元の遅い要素の特徴のみが現
れるので，次式で表現できる．

x =
xlateex

λlate2 − λlate1

{
λlate2 exp (λlate1 (t − tex)) − λlate1 exp (λlate2 (t − tex))

}
(t → ∞)．(5.11)

最も復元の遅い要素の粘性係数 blateは次式で求めることができる．

blate =
−klate − m

n
λlate1

2

λlate1
． (5.12)

式 (5.12)において，klateは最も復元の遅い要素の弾性係数を示す．また，フォーク
トモデルの特徴から，除重後の戻り変位の自然体数値から，一般化フォークトモデ
ルの構成要素数を推定することも可能である．フォークト要素の変位は近似的に次
式で表すことができる．

xvoigt = A exp (Bt)． (5.13)

式 (5.7)と式 (5.13)から，n要素一般化フォークトモデルは n個の減衰関数の和で表
現できる．

x =
n∑

i=1

Ai exp (Bit)． (5.14)

二要素一般化フォークトモデルの場合，2つの減衰関数の和で表現できる．また，要
素により減衰時間が異なるため，減衰の早い要素の特徴ほど先になくなる．そのた
め，時間の経過とともに現れる特徴は減少し，最終的には 1要素の特徴しか現れな
い．したがって，図 5.8に示すように，復元時の変位の自然体数値のグラフにおいて
直線の数だけ要素があると考えることができる．
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図 5.8: 一般化フォークトモデルにおける要素数の推定

5.4.1 荷重中に一般化フォークトモデルの質点に作用する力

荷重中，一般化フォークトモデルの質点に作用する力を定式化する．まず，n 要
素一般化フォークトモデルにおける i番目の要素が変形により発する力は次式のよ
うに表すことができる．

f (t) = −ki∆xi (t) − bi∆ẋi (t)． (5.15)

式 (5.15)は∆xi (t)に関する１階微分方程式であり，∆xi (t)について解くと次式を
得る．

∆xi (t) = ∆xiex exp

(
−ki

bi

t

)
+
∫ t

tex

exp

{
−ki

bi

(t − τ)

}{
− 1

bi

f (τ)
}

dτ. (5.16)

式 (5.16)において xiexは強制変位直後の i 番目の要素の変位を示す．また，式 (5.16)

を微分することで以下の式を得る．

∆ẋi (t) = −ki

bi
xiex exp

(
−ki

bi
t

)
+

ki

bi
2

∫ t

tex

exp

{
−ki

bi
(t − τ)

}
{f (τ)} dτ

− 1

bi

f (t) . (5.17)

さらに

∆ẍi (t) =

(
ki

bi

)2

xiex exp

(
−ki

bi

t

)
− ki

2

bi
3

∫ t

tex

exp

{
−ki

bi

(t − τ)

}
{f (τ)}dτ +
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ki

bi
2f (t) − 1

bi
ḟ (t) . (5.18)

モデルの変位，およびモデル静止中の速度と加速度については以下の関係が成り立つ．

∆x =
n∑

i=1

∆xi. (5.19)

∆ẋ =
n∑

i=1

∆ẋi

= 0. (5.20)

∆ẍ =
n∑

i=1

∆ẍi

= 0. (5.21)

式 (5.18)を式 (5.21) に代入することで次式を得る．

A (t)
def
=

n∑
i=1

(
ki

bi

)2

xiex exp

(
−ki

bi
t

)
+

n∑
i=1

−ki
2

bi
3

∫ t

tex

exp

{
−ki

bi
(t − τ)

}
{f (τ)} dτ +

n∑
i=1

ki

bi
2 f (t) +

n∑
i=1

− 1

bi

ḟ (t)

= 0. (5.22)

式 (5.22)の両辺にラプラス変換を施し，その結果のラプラス逆変換を求めることで
静止中のモデルの力を定式化することが可能になる．

5.4.2 二要素一般化フォークトモデルの解析

二要素一般化フォークトモデルの場合，式 (5.22)において n = 2とし，両辺にラ
プラス変換を施すと次式を得る．

LA (t) = F (s)

{−s3 (b1 + b2) − s2 (k1 + k2)

(sb1 + k1) (sb2 + k2)

}
+

−s2 (k1b2x1ex + k2b1x2ex) − sk1k2 (x1ex + x2ex)

(sb1 + k1) (sb2 + k2)

= 0. (5.23)
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式 (5.23)を F (s)について解くと次のようになる．

F (s) = −s (k1b2x1ex + k2b1x2ex) + k1k2 (x1ex + x2ex)

s {s (b1 + b2) + (k1 + k2)} . (5.24)

式 (5.24)を部分分数分解すると次式を得る．

F (s) = −1

s

k1k2

k1 + k2
(x1ex + x2ex) +

b1 + b2

s (b1 + b2) + k1 + k2

(k1x1ex − k2x2ex) (k2b1 − k1b2)

(k1 + k2) (b1 + b2)
. (5.25)

式 (5.25)の両辺の逆ラプラス変換を求めると次式を得る．

L−1F (s) = f (t)

=
(k1x1ex − k2x2ex) (k2b1 − k1b2)

(k1 + k2) (b1 + b2)
exp

(
−k1 + k2

b1 + b2

t

)
−

k1k2

k1 + k2
(x1ex + x2ex) . (5.26)

式 (5.26)は強制変位後の静止状態における 2要素一般化フォークトモデルの質点に
作用する力の様子を示す．

5.4.3 二要素一般化フォークトモデルの粘弾性パラメータ抽出

二要素一般化フォークトモデルにおける，各要素の粘弾性パラメータの抽出法の
提案する．まず，求めるパラメータ数を減らすため，構成要素の弾性係数は同じ値
であると仮定する．

K = k1 = k2. (5.27)

式 (5.26)より，荷重中に二要素一般化フォークトモデルの質点に作用する力の収束
値 fconvは次式のようになる．

fconv = −K

2
(x1ex + x2ex) . (5.28)

ここで，x1ex +x2exはモデル自体の変位∆xと等しいので，式 (5.27)，式 (5.28)より，
弾性係数は次式で求めることができる．

K = −2fconv

∆x
. (5.29)
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式 (5.29)と式 (5.12)から，各要素の粘弾性パラメータを求めることが可能である．
ここで，シミュレーション結果から実際にパラメータの抽出を試みる．シミュレー
ションは以下の条件で行った．

• ディメンション：一次元

• シミュレーション時間：180s

• モデル質量：0.05kg

• モデル長さ：0.06m

• 片端固定し，6.1sの間に一定速度で負方向に0.045m強制変位させる（圧縮する）

• 変位後 96.5sまでその状態を保持し，その後強制変位を解除

また，シミュレーションにおける各要素の粘弾性パラメータを，表 5.3に示すように
設定した．

表 5.3: 二要素一般化フォークトモデルのパラメータ設定

k1 b1 k2 b2

parameter 10 30 20 300

シミュレーション結果を，図 5.9に示す．図 5.9(c)において，荷重中に質点に作用す
る力の収束値は0.3Nであることが読み取れる．式 (5.29)より，弾性係数をK = 13.333

とする．また，図から，復元の遅い要素の粘性係数を求める．図 5.9(b)における 160s

以降の結果から表 5.4のように値を読み取ると，λlate1 = −0.0667となる．

表 5.4: 二要素一般化フォークトモデルにおける変形の対数値

time[s] natural logaritm value[m]

160 -8.43274

180 -9.76613

式 (5.12)から，blate = 196と推定できる．推定した要素のパラメータを用いて再
度変形シミュレーションを行う．要素数 nの一般化フォークトモデルの場合，各要
素の弾性係数が等しいとき，各要素はモデル自体の変位の 1

n
に収束するように変位

する．本シミュレーションの場合，モデル変位量は 0.045mであるため，要素の強制
変位量を 0.0225mとしてシミュレーションを行う．
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図 5.9: 粘弾性パラメータ抽出のシミュレーション
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図 5.10: モデル質点の変位と推定値との比較 (b = 196)
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図 5.11: モデル質点の変位と推定値との比較 (b = 140)

図 5.10を見ると，推定した要素の変位がモデル質点の変位を上回っている部分が
ある．モデル質点の変位から推定した要素の変位を減算できるように，推定要素の
粘性係数を調整する．粘性係数を blate = 140としたときの要素の変位と比較すると
図のようになる．
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図 5.12: モデル質点の変位と推定値との差

図に示す状態になったら，モデル質点の変位から推定した要素の変位を引いた値
とその自然体数値を求める．図 5.12(b)において，100s前後の値から傾きを推定す
ると，λlate1 = −0.61となる．この結果からもうひとつの要素の粘性係数を推定する
と，b = 22.0となる．
推定した 2つの要素を用いた二要素一般化フォークトモデルの変位と力を元のデー

タと比較すると，図 5.13が得られる．元のパラメータと推定したパラメータを表 5.5

に示す．
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図 5.13: 実験値とシミュレーション値の比較

表 5.5: モデルパラメータと推定値

K1 b1 k2 b2

initial 10 30 20 300

estimate 13.333 22.044 13.333 140

5.5 実験結果

5.5.1 低反発ウレタンスポンジの変形実験

本実験は，変形による残留変位がなく，かつ戻り変位速度が比較的ゆっくりであ
る低反発ウレタンスポンジを用いて，実際の柔軟物体が変形によりどのような挙動
を示すかを検証する．本実験において使用した装置を以下に示す．

• レーザ変位計 ：LB-01 キーエンス製

• 超薄型圧力センサ ：flexi force ニッタ製

• ADボード ：ADI12-16(PCI) CONTEC製

図 5.14に低反発ウレタン変形実験に用いた装置を示す．また，図 5.15に実験のシス
テム図を示す．
本実験における手順を以下に述べる．

1. 低反発ウレタンスポンジ変形

2. 変形後一定時間形状を保持し，その間にウレタンに作用している力をflexi force

にて計測
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(b) front face(a) side face (d) FlexiForce(c) urethan foam

図 5.14: 低反発ウレタンの変形実験に用いた装置
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図 5.15: 低反発ウレタンの変形実験のシステム構成
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図 5.16: ウレタン底面における力の計測結果

3. 変形状態を解放し，低反発ウレタンスポンジの復元の様子をレーザ変位計によ
り計測

低反発ウレタンスポンジの変形は，手で変形させた．また，レーザ変位計，および
flexi forceによる計測結果はADボードによりデジタル変換される．なお，AD ボー
ドのサンプリングタイムは 1msである．圧力センサによる力の計測はウレタンの底
面，および上面について別々に計測し，それぞれについて，レーザ変位計との同期
を取る．
実験の結果を示す．図 5.16は変形によりウレタン底面にかかる力を計測した結果，

図 5.17は上面にかかる力を計測した結果である．図 5.16(b)および図 5.17(b)より，
低反発ウレタンスポンジの変位の自然体数値は直線的ではなく，フォークトモデル
の変形結果と大きく異なることがわかる．また，図 5.16(c)および図 5.17(c)より，ウ
レタンに作用する力は減衰傾向にあり，応力緩和が見られる．フォークトモデルで
は応力緩和が見られないことから，変位の計測結果，および力の計測結果から低反
発ウレタンスポンジはフォークトモデルでは表現できないことがわかる．
また，図 5.16(c)，および図 5.17(c)からわかるように，圧力センサのノイズが大

きいため，立命館大学情報理工学部田中弘美研究室において，ロードセルを用いた
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図 5.17: ウレタン上面における力の計測結果

ウレタン上面に作用する力の計測を行った．ロードセルによる計測は以下の条件で
行った．

• サンプリングタイム：0.1s

• シミュレーション時間：180s

• 6.1sの間に一定速度で負方向に 0.045m強制変位させる（圧縮する）

• 変位後 96.5sまでその状態を保持し，その後強制変位を解除

ロードセルによる力の計測結果を図 5.18に示す．図 5.18においても，変形により低
反発ウレタンスポンジに作用する力は減衰傾向にあることがわかった．この結果か
らも，低反発ウレタンスポンジの変形はフォークトモデルでは表現できず，弾性物
体の挙動を表現するにはフォークトモデルに代わるモデルを用いる必要がある．

5.5.2 実験結果とシミュレーションの比較

一般化フォークトモデルを用いて低反発ウレタンスポンジを用いた実験結果から
粘弾性パラメータを抽出し，シミュレーションと実験結果とを比較する．
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図 5.18: ロードセルによる力の計測結果

まず，図 5.19(b)より，実験に用いた低反発ウレタンスポンジが，二要素一般化
フォークトモデルで表現できると仮定する．次に，図 5.19(c)より，変形により低反
発ウレタンスポンジに作用する力は 11.55616Nに収束していることが読み取れる．そ
の値と，式 (5.29)より，一般化フォークトモデル構成要素の弾性係数はK = 513.607

と推定できる．また，図 5.19(b)において，105s以降のデータから，λlate1を求める
と，λlate1 = −0.0327である．この値と式 (5.12)から blate = 15706.637と推定できる．
第 5.4.3節で述べたように，blateの値を調整していった結果，blate = 1000という推
定値を得た．
推定パラメータを用いたフォークト要素の変形結果を，低反発ウレタンスポンジ

変形実験結果から引いた値，およびそのその自然体数値を図 5.20に示す．
図 5.20(b)において，100s前後の値から，再び λ1の値を推定すると，λ1 = −2.16

となった．式 (5.12)より，もうひとつの要素の粘性係数を推定すると，b = 237とい
う値が得られた．図 5.21に実験結果と推定したパラメータを用いたシミュレーショ
ン結果の変位と作用力の比較を示す．変位，作用力ともに，大きなずれはなく，こ
の結果から，低反発ウレタンスポンジは二要素一般化フォークトモデルを用いて表
現することができる．
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図 5.19: 低反発ウレタンスポンジの変形実験の結果
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図 5.20: 変形実験の結果と推定値との差
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